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Vorwort  zur  ersten  Auflage. 


Mehrseitig,  sowohl  mündlich,  brieflich,  als  auch  öffentlich 
dazu  aufgefordert,  übergebe  ich  hiermit  dem  Publikum  die  von 
mir  verlangte  Einleitung  in  die  Infinitesimal  -  Rechnung. 

Wie  der  Titel  besagt,  ist  diese  Arbeit  für  Anfänger  und 
zum  Selbstunterricht  bestimmt  und,  wie  ich  es  für  angemessen 
hielt,  auf  die  Theorie  der  Reihen  gegründet,  weil  diese  ältere 
Methode  nicht  allein  von  den  ersten  Anfängern  viel  leichter 
zu  fassen  ist,  sondern  auch  natürlicher  scheint.  Ich  folge 
hierin  nicht  allein  meiner  eigenen  Ansicht,  als  vielmehr  noch 
dem  Urteil  eines  Mannes,  Hansen,  der,  wie  er  öfters  be- 
wiesen hat,  das  Newton'sche  Riesenschwert,  wie  W  he  well 
die  Inflnitesimal-Rechnung  nennt,  wohl  zu  heben  und  zu  führen 
weiss. 

Cauchy's  klassisches  Werk  ist  nicht  für  den  Anfänger 
und  zum  Selbstunterricht,  sondern  nur  für  Leser  geschrieben, 
welche  mit  der  Inflnitesimal-Rechnung  bereits  vertraut  sind. 
Um  sich  von  der  völligen  Richtigkeit  dieser  Behauptung 
zu  überzeugen,  braucht  man  nur  ('auchy's  Werk:  „LeQons 
de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral,  redigees  par 
M.  l'Abbe  Moigno,"  in  die  Hand  zu  nehmen. 

Hamburg,   im  Juni   1855. 

Lübsen. 


Vorwort  zur  zweiten  Aiiflaae. 


JJie  aiif  dem  Titelblatte  erwähnte  Verbesserung  dieser  neuen  Auf- 
lage besteht  hauptsächlich  in  der  Ausmerzung  der  Druckfehler,  und  die 
erwähnte  Vermehrang  in  dem  Versuch  einer  Metaphysik  des  unendlich 
Kleinen,  um  der  ursprünglichen  Leibniz 'sehen  Infinitesimalmethode  aufs 
neue  wieder  Geltung  und  Eingang  zu  verschaffen.  Die  sogenannte  Grenz- 
methode  ist  jedoch  unverändert  beibehalten  und  es  ist  somit  dem  Leser 
ganz  überlassen,  für  Avelche  dieser  beiden  Methoden  er  sich  am  meisten 
interessieren  will. 

Altena,  im  November  1861. 

Lübsen. 


Vorwort  ziu'  siebenten  Auflage. 


Lnterzeicliiieter,  mit  der  Herausgabe  der  vorliegenden 
Auflage  des  allgemein  beliebten  Lehrbuchs  der  Infinitesimal- 
Rechnung  von  Lübsen  betraut,  hat  es  sich  angelegen  sein 
lassen,  das  Werk  durchgängig  und  sorgfältigst  zu  prüfen,  um 
die  Fehler  auszumerzen,  welche  sich  in  die  vorhergehenden 
Auflagen  nach  und  nach  wieder  eingeschlichen  hatten.  Zum 
Zwecke  bessern  Verständnisses  waren  an  nur  sehr  wenig 
Stellen  geringe  Änderungen  und  Zusätze  nötig. 

Leipzig,  im  April  1889. 

Richard  Schurig. 


Berichtigung. 

S.  42,  13.  Zeile  v.  u.  lies  w  =  -^- ,    statt  w  = 


NB.    Das  Inhaltsverzeichnis  befindet  sich  am  Schlüsse  des  Buchs. 


Erster  Teü. 

Diiferential-Rechmina:. 


,Ich  sehe  luit  Bewunderung  und  Erstaunen  die  Fruchtbar- 
keit dieser  Wissenschaft.  Nach  welcher  Seite  ich  meinen 
Blick  richte,  entdecke  ich  neue  Anwendungen  derselben. 
Ich  erkenne  in  ihr  einen  Fortgang  und  eine  Spekulation,  die 
ins  Unendliche  führt."  Huyghens. 


Einleitung. 
1. 

Keine  der  mathematischen  "Wissenschaften  hat  den  An- 
fängern so  viele  Schwierigkeiten  und  Dunkelheiten  bereitet 
und  so  viele  gelehrte  Streitigkeiten  über  ihre  Evidenz  veran- 
lasst, als  die  von  den  grossen  Denkern  Leibniz  und  Newton 
erfundene  Diiferential-  und  Integral -Rechnung,  oder,  wie  man 
beide  auch  wohl  mit  einem  einzigen  Namen  zu  benennen 
pflegt,  als  die  Analj^sis  des  Unendlichen  (Infinitesimalrech- 
nung), die  höchste  und  schönste  der  gesamten  mathematischen 
Wissenschaften,  aber  in  der  That  auch  die  schwerste,  sowohl 
zu  lehren  als  zu  lernen,  was  schon  daraus  folgt,  dass  von 
zehn,  die  sie  studieren,  kaum  einer  sie  versteh^i  und  noch 
viel  weniger  sie  selbständig  anwenden  lernt 

2. 

In  der  Einleitung  zur  Trigonometrie  haben  wir  hervorge- 
hoben, welche  Umstände  diese  A\'issenscliaft  angeregt,  näiulicli: 
das  praktische  Bedürfnis,  aus  den  in  Zahlen  gegebenen  Elemen- 
ten eines  Dreiecks  die  dadurch  bestimmten  möglichst  genau 
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zu  finden,  was  der  konstruierenden  Geometrie  allein  nicht  mög- 
lich ist.  Der  pythagoräische  Lehrsatz  und  die  Theorie  über 
Ähnlichkeit  der  Dreiecke  bilden  offenbar  das  Fundament  der 
Trigonometrie.  Aber  die  Trigonometrie,  obgleich  auf  jenem 
Fundamente  sich  stützend,  bildet  doch  eine  ganz  besondere 
Wissenschaft  für  sich,  durchaus  verschieden  von  den  beiden 
Wissenschaften  der  Euklidischen  Geometrie  und  Arithmetik, 
worin  sie  ihre  Wurzeln  hat.  Denn  ein  neuer  Grundgedanke 
musste,  wenn  diese  neue  Wissenschaft  entstehen  sollte,  durchaus 
erst  gefasst  werden,  nämlich  der  der  trigonometrischen  Funk- 
tionen, mithin  auch  ganz  neue  Begriffe,  Zeichen  und  Kunst- 
wörter gebildet  werden.  Daher  auch  —  weil  der  Übergang 
von  der  Geometrie  zur  Trigonometrie  nicht  allmählich,  sondern 
gleichsam  durch  einen  Sprung  geschieht  —  die  anfängliche 
Fremdartigkeit  und  Schwierigkeit,  welche  die  Trigonometrie 
für  den  ersten  Anfänger  zu  haben  pflegt. 

3. 

Von  der  Trigonometrie  zur  höhern  Geometrie  findet  eben- 
falls kein  allmählicher  Übergang  statt.  Auch  hier  wird  der 
Anfänger  plötzlich  in  ein  ganz  fremdes  Gebiet  versetzt.  Nur 
ein  ganz  neuer,  von  einem  grossen  Genie  gefasster  Grund- 
gedanke konnte  diese  neue  Wissenschaft  begründen.  Die  für 
den  ersten  Augenblick  ganz  unlogisch  scheinende  Vorstellung: 
die  räumlichen  Grössen  arithmetisch  (durch  Zahlen)  aufzufassen, 
muss  den  Anfänger  sehr  befremden.  Hierzu  kommen  nun  die 
neuen  Begriffe  von  stetigen  und  unstetigen  Funktionen  ver- 
änderlicher Grössen  etc. 

4. 

Ebenso  verhält  es  sich  nun  mit  der  Infinitesimalrechnung. 
Wiederum  ein  neuer  Grundgedanke  hat  diese  neue  Wissen- 
schaft hervorgerufen  und  es  ist  hier  noch  viel  schwerer,  sich 
mit  den  neuen  Begriffen  vertraut  zu  machen  und  sich  an 
die  neuen  Zeichen  und  Kunstwörter  zu  gewöhnen.  Dessen- 
ungeachtet wollen  wir  versuchen,  den  Leser,  so  wie  in  die 
vorhergehenden  mathematischen  Wissenschaften,  auch  in  dieses 
neue  Gebiet  der  Mathematik  einzuführen  und  ihn  allmählich 
an  das  neue  Licht  zu  gewöhnen,  welches  in  der  ganzen  Fülle, 
wie  es  aus  den  Häuptern  der  ersten  Erfinder  hervorbrach,  ihn 


blenden  würde.  Bei  diesem  unsern  Versuche  müssen  wir  aber 
die  analytische  Geometrie  und  die  Analysis  als  bekannt  vor- 
aussetzen. 

5. 

Gleich  nachdem  Cartesius  (1596 — 1650)  gezeigt  hatte, 
wie  die  ebenen  räumlichen  Gestalten  durch  Funktionen  zweier 
veränderlichen  Grössen  (Abscisse  und  Ordinate)  arithmetisch 
aufgefasst  werden  können  und  umgekehrt,  wenn  eine  solche 
Funktion  gegeben  wird,  die  darin  enthaltene  Gestalt  danach 
konstruiert  werden  kann,  nnisste  man  auch  bald  auf  den  sehr 
nahe  liegenden  Gedanken  kommen:  dass  in  einer  solchen 
Funktion  einer  räumlichen  Grösse  notwendig  auch  schon  alle 
Eigenschaften  derselben  enthalten,  und  dass  die  Möglichkeit 
vorhanden  sein  müsse,  diese  Eigenschaften  aus  der  Funktion 
selbst  abzuleiten,  z.  B.  die  Lage  und  Grösse  der  Tangente,  Nor- 
male etc.  für  einen  bestimmten  Punkt;  die  Stellen,  wo  eine 
krumme  Linie  sich  wendet,  von  Konkavität  in  Konvexität  oder 
umgekehrt  übergeht;  die  Punkte,  wo  die  Ordinate  ihr  Maxi- 
mum oder  Minimum  erreicht,  ferner  die  Länge  und  Fläche 
einer  krummen  Linie  für  eine  gegebene  Abscisse  etc. 

6. 

Aber  keines  dieser  Probleme  konnte  durch  die  gewöhn- 
liche Algebra  gelöst  werden.  Man  fühlte,  dass  dazu  erst  eine 
ganz  neue  Art  Analysis.  die  Infinitesimalrechnung,  erfunden 
werden  müsse.  Denn  diese  erwähnten  Probleme  und  nament- 
lich das  erste:  die  Lage  der  durch  einen  bestimmten  Punkt 
gedachten  Berührungslinie  aus  der  Gleichung  der  Kurve  zu 
bestimmen,  sind  es  gerade,  welclie  die  Erfindung  der  Ditfe- 
rentialrechnung  veranlasst  haben.  Denn  dass  die  Methode, 
nach  welcher  wir  in  der  analytischen  Geometrie  an  die  so- 
genannten Kegelschnitte  Berülirungslinien  gezogen  haben,  nur 
auf  diese,  nämlicli  auf  krnmme  Linien  zweiten  Grades  und  auf 
keine  höhern  Grades  anwendbar  ist,  ist  von  selbst  klar. 

7. 

Um  nun  zu  zeigen,  wie  Leibniz  und  Newton  sich  hier 
durch  die  Erfindung  ilii-er  neuen  Wissenschaft,  die  Infinitesimal- 
rechnung, neue  Bahn  brachen  und  zugleich  die  allmäliliclie 
Entstehung  dieser  Wissenschaft,  ihr  Hervorkriechen  aus  dem 
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Ei,  unverhüllt  darzulegen  und.  dadur.ch  den  Anfänger  an  dem 
Vergnügen  des  Schaifens  und  Selbsterfindens  teilnehmen  zu 
lassen,  wollen  wir,  der  gescliiclitlichen  Entwickelung  dieser 
Wissenschaft  folgend,  das  erste  Problem  vorlegen,  welches  sie, 
wie  gesagt,  veranlasst  hat,  nämlich  das  Problem  der  Tangenten- 
ziehung, und  sehen,  auf  welche  sinnreiche  Weise  zunächst 
dieses  gelöst  "WTirde. 

Sei  deshalb:  x^^      c^  o   ,   c^     ,    ^ 

?/  =  g-  —  2a:-  +  3a?  +  5 

die  Gleichung  einer  krummen  Linie,  der  Bogen  HMG  ein  Stück 
derselben*),  und  die  Aufgabe:  durch  einen  bestimmten,  durch 
seine  Koordinaten  AP  =  x,  MP  =  y  gegebenen  Punkt,  M,  eine 
Berührungslinie  an  dieselbe  zu  ziehen,  d.  h.  die  Neigung  (r) 
derselben  gegen  die  Abscissenlinie  zu  linden,  woraus  sich  dann 
das  übrige:  Subtangente,  Normale  etc.  ergiebt. 

8. 

Versteht  man  nun  wieder,  wie  in  der  analj'tischen  Geo- 
metrie festgesetzt,  unter  Berührungslinie  im  Punkte  M  die- 
jenige Linie  TT',  welche  aus  der  durch  denselben  Punkt  M 
gedachten  beliebigen  Sekante  SS'  entsteht,  wenn  diese  sich 
so  weit  um  den  Punkt  M  dreht,  bis  der  andere  Durchschnitts- 
Punkt  N  mit  M  zusammenfällt,  so  kann  man  auf  folgende 
Weise  die  Lage  der  Tangente  gegen  die  Abscissenlinie  oder 
den  Winkel  t  sehr  leicht  aus  der  Gleichung  finden. 

Die  Lage  der  Tangente  MT  ist 
offenbar  durch  die  als  gegeben  ge- 
dachte Abscisse  AP  =  a?  bestimmt, 
weil,  vermöge  der  gesonderten  Glei- 
chung, durch  eine  bestimmte  Ab- 
scisse KP^x  auch  die  zugehörige 
Ordinate  MP  =  ?/  bestimmt  ist. 

*)  Diese  Linie  ist,  so  wie  ihre  Fuiiktiou,  eine  stetige.  Stellt,  wie 
hier,  die  abhängig  veränderliche  Grösse  {y)  auf  einer  Seite  allein,  so 
heisst  die  Funktion  eine  gesonderte  (explicite)  im  Gegensatze  zu  den 
Funktionen,  bei  welchen  dies  nicht  der  Fall  ist,  die  gegebene  Gleichung 
vielmehr  erst  noch  nach  y  aufgelöst  werden  muss,  und  die  man  deshalb 
verwickelte  (implicite)  Funktionen  nennt.  Die  letztern  lassen  sich  oft 
wegen  der  Schwierigkeiten  der  höheren  Gleichungen  nicht  auf  die  ab- 
hängig veränderliche  Grösse  reduzieren. 


Ich  lasse  nun  die  Abscisse  AP  =  ä  um  ein  beliebiges 
(von  den  gegebenen  Grössen  vollkommen  unabhängiges)  Stück 
PQ  =  Aic*)  wachsen  (die  Abscisse  5c,  also  auch  die  Funktion  y^ 
gleichsam  fliessen),  so  gelange  ich  dadurch,  indem  ich  in  die 
vorliegende  Gleichung: 

?/  =  y  —  2.X'-  +  3ä;  4-  5 (i) 

x-\-  Ax  statt  X  setze,  zu  einem  andern  Punkt  N  der  krummen 
Linie,  dessen  Ordinate  NQ  =  ^+A2/  ist  (indem  wir  das 
Wachstum  von  y,  nämlich  NR,  mit  Ay  bezeichnen).**)  Man 
hat  also  für  den  Punkt  N  die  Gleichung 

//+A^  =  ^^±^^-2(;r+A^)-^  +  3(.x'+A^')  +  '^ 

oder,  entwickelt  und  nach  steigenden  Potenzen  von  /\x  ge- 
ordnet, 

?/+A2/=f  ~  -2:r-+3a'+5  j+(a;-— l.-r+S).  A.«+(:«-2).A.x-+ J  .Ax\ .  ( 2 ) 

Um  das  Wachstum  von  y  zu  erlialten,  welches  offenbar 
von  dem  in  (1)  für  517  anzunehmenden  bestimmten  Werte  und 
von  dem  Zuwachs  desselben,  A-^',  abhängt,  ziehen  wir  von 
diesem  neuen  Zustand  der  Funktion  den  alten  ab,  nämlich  (1) 
von  (2),  so  hat  man 

A?y  =  (.r-  — 4,7;  +  3).Aä;  +  (,«  — 2).  A.-/r+i-A.r\...(3) 

Wären  nun  x  und  /\x  gegeben,  so  könnte  die  dadurch 
bestimmte  Differenz  (Wachstum)  von  //,  nämlich  A//,  nach 
dieser  Gleichung  (3)  berechnet  werden. 

Ebenso  ist  einleuchtend,  dass  auch,  beiderseits  durch  Ax 
dividiert,  der  sogenannte  Differenz -Quotient,  nämlich 

*)  Man  miiss  sicli  diese  Hilfsgrösse  A-*,  welche  mir  als  Mittel  dient, 
die  Rechnung  einzufädeln  und  die  aus  derselben  wieder  herausfällt,  nicht 
als  zwei  Faktoren  A  ii"*^  -f)  sondern  nur  als  einen  einzigen  Buchstaben 
(Zeichen)  denken,  deshalb  kann  man  auch  statt  (A""^')")  (A-^)''  etc.  kurz 
A*")  A^*'^  etc.  schreiben. 

**)  Wir  nehmen  bei  unserer  Figur  an,  dass  die  Oidinate  NQ  grösser 
als  MP  ist.  Im  umgekehrten  Fall  wäre  das  Wachstum  (Inkrement)  von 
y,  nämlich  AV,  negativ  (ein  Dekrement).  Man  nennt  aber  AfJ,  es  möge 
positiv  oder  negativ  sein,  immer  Wachstum  der  Funktion. 
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^=^x'  —  4:X  +  S  +  {x  —  2).Ax+l.Ax' (4) 

durch  X  und   Ax  völlig  bestimmt  luid  die   trig-oiiometrisclie 

Tangente  des  Winkels  NMR,  also  auch  des  Winkels  ist,  welchen 

die  durch  M,  N  gehende  Sekante  SS'  mit  der  Abscissenlinie 

macht. 

9. 

Man  stelle  sich  nun  vor:  die  Ordinate  NQ  =  ?/-|-  Ay  fliesse, 
parallel  mit  sich  selbst,  T^ieder  zurück,  bis  sie  mit  MP  =  ^  zu- 
sammenfällt, so  wird  zu  gleicher  Zeit  die  Grösse  MR=A-3? 
(welche  nur  als  Hilfsgrösse  angenommen,  um  die  Rechnung 
einzuleiten)  immerfort  abnehmen  und  zuletzt  =  0  werden. 
Während  dieses  geschieht,  dreht  sich  zugleich  auch  die  Sekante 
SS'  um  den  Punkt  M  und  fällt  für  Aoc  =  0  mit  der  Berührungs- 

linie  TT'  zusammen.     Der  erwähnte  Diiferenz- Quotient  — - 

A\Jb 

d.  h.  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (4)  befindliche 
Reihe  verliert  für  diesen  Fall  (nämlich  A^  =  0)  alle  mit 
Ax  multiplizierten  Glieder  und  erhält  den  dadurch  bestimmten 
Grenzwert: 

A  =  3c-  — 4x  +  3 (5) 

und  dieser  Grenzwert  muss  notwendig  die  genaue  trigono- 
metrische Tangente  des  Winkels  r  sein,  welchen  die  Berührung.s- 
linie  TT'  mit  der  Abscissenlinie  macht,  nämlich 
tg  r  =  X-  —  A:X-\-'d>. 

Für  x  =  A:  z.  B.  wäre  tg  r  =  3 ;  für  a;  =  2  ist  tg  r  =  —  1 ; 
für  x=  —  2  ist  tg  r=  15;  für  x=l  und  für  x  =  3  ist  tg  t  =  0. 
In  den  beiden  letztern  Fällen  ist  also  auch  r  =  0  und  die  Be- 
rührungslinien laufen  mit  der  Abscissenlinie  parallel. 

Das  in  Gleichung  (5)  linker  Hand  stehende  Zeichen  {)  ist 
schon  in  der  Analj'sis  §  79  vorgekommen  und  kann  nicht  be- 

fremdend  sein.  Jedenfalls  ist  klar,  dass  der  Quotient  — ^  in  (4), 

so  lange  Ax  noch  einen,  wenn  auch  noch  so  kleinen  angeb- 
baren Wert  hat,  wohl  näherungsweise,  aber  doch  nicht  genau 
die  trigonometrische  Tangente  des  gesuchten  "\Mnkels  r  geben 
kann,  dass  aber  die  Sekante  SS'  mit  der  Tangentiallinie  TT' 
wirklich  zusammenfällt,  wenn  wir  in  (4)  A^  =  0  setzen  und 
dass  dann,  vermöge  Gleichung  (3),  auch  Ay  =  0  wird. 


Aus  der  gefundenen  trigonometrischen  Tangente  des  Win- 
kels r  und  der  Ordinate  y^MP  erhält  man  dann  leicht  die  Sub- 
tangente  TP,  Subnormale  PN'  etc.   (Analj't.  Geometrie  §  44,  (3.) 

10. 

Versuchen  wir  jetzt  diese  vorläufig  auf  einen  besonderen 

Fall  angewandte  Methode  der  Tangenten  zu  verallgemeinern. 

Es  sei  deshalb  allgemein 

?/  =  F(a.) (1) 

irgend  eine  gesonderte  und  stetige  Funktion,  HG  ein  Stück 
der  ihr  entsprechenden  krummen  Linie  und  es  soll  die  Lage 
der  durch  einen  Punkt,  M,  gedachten  Beriihrungslinie  bestimmt 
werden.  Sei  AP  =  x  die  Abscisse  und  MP  =  ?/  =  F  {x)  die 
Ordinate  des  Punktes  M. 

Lassen  wir  die  Abscisse  x  um  PQ=Aic  wachsen,  so 
wird  auch  y  ein  Wachstum,  NE^A?/,  erhalten  und  wir 
haben  dann,  indem  wir  in  (1)  x-\- /\x  statt  x  setzen,  für 
den  neuen  Zustand  der  Funktion 

?/+  A2/  =  F  (a;+  Aa:) (2) 

Nun  wird  sich  gleich  zeigen,  dass  uns  die  (eben  deshalb 
vorausgeschickten)  Lehren  der  Analysis  hinreichende  Mittel  an 
die  Hand  geben,  jede  bestimmte  Funktion  einer  zweiteiligen 
Grösse  ¥{x-\-  A^)  immer  in  eine  Reihe  zu  entmckeln,  wovon 
das  erste  Glied  die  ursprüngliche  Funktion  F  {x)  selbst  ist  und 
die  folgenden  Glieder  nach  ganzen  positiven  Potenzen  des 
Inkrement«  Ax  fortschreiten,  so  dass  nämlich  die  Gleichung  (2) 
sich  verwandelt  in: 

2/+  A2/  =  F(ic)+i;.  Aa?  +  M.  Aa?"  +  N.  AJ7^^+  •  •  •  (0 

wo  die  Koeffizienten  jj,  M,  N im  allgemeinen  Funktionen  von 

X  (M  und  N  also  nicht  die  Punkte  obiger  Figur)  sind.*) 

Dass  übrigens  das  erste  Glied  der  Reihe  die  ursprüng- 
liche Funktion  ¥{x)  selbst  sein  muss,  könnte  man  schon  mit 
Lagrange  daraus  schliessen,  dass  für  Aa^^O  der  neue  Zu- 
stand der  Funktion  auf  den  alten  wieder  zurückgehen  muss. 

*)  In  der  Gleiclmng  (2)  §  8  ist  z.  B.  7;  =  a- —  4a' +  3 ;  M  =  ;r  — 2; 
N=  .').  Es  kann  al)er  auch  schon  der  Koeffizient  i)  eine  konstante  Grösse 
sein.  Dies  ist  jedoch  nur  für  die  einzige  einfache  Gleichung  y  =  ax  (ge- 
rade Linie)  der  Fall.  Es  ist  nämlich  y  -{-  /\,y  =  a{x  -\-  /\x)  =  ax-\-a.  /\jx, 
also  hier  p  =  n. 


Setzt  man  nämlich  in  (3)  A5c  =  0,  so  ist  aiicli  Ay  =  0  und 
man  erhält  dann  wieder  die  Gleichung  (1),  nämlich  y  =  F{x). 
Dies  ist  jedoch  nur  beiläufig  bemerkt,  indem  die  jedesmalige 
Möglichkeit  der  behaupteten  Entwickelung  von  F  (;x-\-  Ax) 
sich  ganz  einfach  aus  den  Lehren  der  Analj^sis  ergiebt.  Um 
aber  Wiederholungen  zu  vermeiden  und,  wie  es  in  unserm 
Plan  liegt,  den  Anfänger  auf  die  Spur  leiten  zu  können,  den 
Beweis  für  diese  Behauptung  selber  zu  finden,  nehmen  wir 
für  den  Augenblick  an,  dass  die  obige  Reihe  (3),  die  den  Um- 
ständen nach  endlich  oder  unendlich  sein  kann,  stattfindet, 
indem  es  uns  hier  vorerst  nur  darum  zu  thun  ist,  einen  neuen 
Begriif  und  dessen  übliche  Bezeichnung  festzusetzen. 

11. 

Subtrahiert  man  die  beiden  Gleichungen 

y  =  F(x), 

y  +  Ay^F {j^  +}) .  Ax -{-U  Ax-  + 

von  einander,  d.  h.  den  alten  Zustand  der  Funktion  F  (x)  von 
dem  neuen  F  {x-\-  Ax),  so  erhält  man  die  sogenannte  Differenz 
(Wachstum)  der  Fimktion,  nämlich 

Ay^p  •  Ax  -j-  M .  Ax-  -\-  N .  Ax^  + 

Dividiert  man  beiderseits  durch  Ax,  so  erhält  man  das 
Verhältnis  der  Inkremente  Ax,  Ay,  den  sogenannten  Diffe- 
renz-Quotienten, nämlich 

^=p^UAx-\-^Ax--^ 

Ax 

Lässt  man  jetzt  Ax  immerfort  abnehmen,  so  ändert  sich 

Av 
auch  fortwährend  der  Differenz  -  Quotient  — -  und  erreicht  für 

Ax 

/^x=^0  (indem  dann  rechts  alle  Ax  enthaltenden  Glieder  ver- 
schwinden) den  bestimmten  von  Ax  befreiten  Grenzwert  p, 
welcher  (im  allgemeinen)  eine  neue  Funktion  von  x  ist  und 
die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  r  ausdrückt,  wel- 
chen die  durch  den  Punkt  (x,  y)  d.  i.  hier  den  Punkt  M  ge- 
dachte Berührungslinie  mit  der  Abscissenachse  macht,  und  den 
wir  von  nun  an,  der  Kürze  halber,  Berührungswinkel  nennen 
wollen.  Diese  neue  Funktion  von  x,  nämlich  p,  welche  offen- 
bar durch  die  ursprüngliche  (primitive)  Funktion  F  {x)  im 
voraus   bestimmt   ist   und   auf  die  angegebene  Weise  daraus 


abgeleitet  worden,  nennt  man  deshalb  auch  wohl  die  ab- 
geleitete (deri  vierte)  und  bezeichnet  sie  nach  Lagrange 's  Vor- 
gang, statt  mit  dem  hier  beliebig  gewählten  p,  gewöhnlich 
mit  F'{x)  (sprich:  Funktion  Strich  x). 

13. 

Betrachten  wir  einmal  wieder  die  Differenz  der  Funktion 
y=^F{x),  nämlich 

Ay=^       p  .Ax-\-  M A.r-  +  N Aic'^  + 

oder  A^  =  F'  (x) .  Ax  +  M  Aa?-  +  N  Aa?"  + 

so  wissen  wir,  dass,  insofern  es  das  Problem  der  Berührungs- 
linie betriift,  von  der  ganzen  nach  Potenzen  von  Aoc  fort- 
schreitenden Differenz  der  Funktion,  y  =  F  (x),  das  erste  und 
nur  das  erste  Glied  p .  Ax  von  Wichtigkeit  ist  und  in  Be- 
tracht kommt,  weil  hieraus  der  Koeffizient  p  oder  das  Grenz- 

Verhältnis  — -,  für  Aa:  =  0,  sich  von  selbst  ergiebt. 

Ax 

Da  nun  aber  (wie  Leibniz  und  Newton  voraussahen) 
nicht  bloss  für  das  Problem  der  Berührungslinien,  sondern  auch 
bei  vielen  andern  und  viel  wichtigeren  Problemen,  die  Kennt- 
nis des  ersten  Gliedes  p.  Ax  =  Y' {x).  Ax  in  der  vollstän- 
digen Differenz  der  ursprünglichen  und  abgeleiteten  Funktion 
von  grosser  Wichtigkeit  ist,  indem  gerade  dieses  erste  Glied 
zur  Lösung  dieser  Probleme  verhilft,  so  benennt  man  zur  Ab- 
kürzung des  Vortrags  dieses  erste  Glied  mit  einem  eigenen 
Kunstwort,  man  nennt  es  nämlich  Differential  der  Funktion 
und  so  wie  man  jene  ganze  Differenz  derselben  mit  dem 
Zeichen  Ay  zu  bezeichnen  pflegt,  so  bezeichnet  man,  nach 
Leibnizens  Vorgang,  bei  verschwindend  kleinem  (0  werden- 
den) Ax  und  Ay  das  erste  Glied  dieser  Differenz  p.  Ax  oder 
¥'{x).Ax,  nämlich  das  Differential  der  Funktion  y  =  Y{x) 
mit  dem  Zeichen  ily,  so  dass  also  dy=p  Ax  oder,  indem  man 
der  Symmetrie  halber  auch  dx  statt  Ax  setzt,*) 

dy=p.  dx. 

In  diesem  Differential  führt  nun  der  durch  die  ursprüng- 
liche Funktion,  /y  =  F(ic),  im  voraus  bestimmte  Faktor  von 

*)  So  wie  äff  (las  Differential  von  y  heisst,  so  nennt  man  ancli  dx 
das  Differential  von  x.     Auch  liier  sind  dx  und  dij  keine  Produkte. 
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dx,  nämlich  ^;  oder  F'(a;),  drei  verscliiedene  Namen.    Weil  er 

nämlich  aus  der  ursprünglichen  Funktion  erst  abgeleitet  werden 

muss  und,  wie  wir  gesehen  haben  (im  allgemeinen),  wieder 

eine  Funktion  von  x  ist,  so  nennt  man  ilin  die  der i vierte 

(abgeleitete)  Funktion.    Zweitens  heisst  p  oder  F'  {x)  auch  der 

Differentialkoeffizient,  und  drittens,  weil  aus  dy^p.dx 

dii 
folgt,  dass  -f-^=2),  so  wird  diese  Funktion  j)  oder  F'{x)  auch 

Differentialquotient  genannt.*) 

13. 

Zu  vorhergehendem  Paragraphen  wollen  wir  noch  ein 
Erläuterungs- Beispiel  geben.  In  §  9  haben  wir  gesehen,  dass 
die  krumme  Linie,  deren  Gleichung 


*)  Das  Diiferential  der  Fmiktiou  y  =  F  (x),  nämlicli  das  erste  Glied 
der  vollständigen  Differenz  /\y  =p . /\x-\-'M./\x'-\- . . .  ist  nach  dem 
Übergange  von  Ay  ^nd  Aa?  in  dy  und  dx  offenbar  nichts  anderes, 
als  das  Produkt  aus  dem  Inkremente  dx  der  absolut  veränderlichen 
Grösse  x  und  der  Derivierten  j)  oder  F'  (x)  d.  i.  die  trigonometrische  Tan- 
gente des  Berührungswinkels  r  und  man  sieht,  dass  die  Grösse  des 
Differentials  dy  =  j)  ■  djc  ^  F'  (x)  dx  für  einen  bestimmten  Wert  von  x  so 
lange  unbestimmt  bleibt,  als  nicht  auch  die  Grösse  des  Inkrenients  dx 
gegeben  ist.  Diese  Unbestimmtheit  kanu  aber  deshalb  bleiben,  weil  wir 
niemals  die  absoluten  Grössen  der  Differentiale  dx,  dy,  sondern  immer 
nur  deren  Verhältnis  zu  kennen  brauchen,   nämlich  den  aus  dy=^p.dx 

folgenden  Differentialquotienten  -p  ^  j;  =  F'  {x),  der  durch  x  allein  schon 

bestimmt  ist  und  mit  dem  erwähnten  Grenzwert  des  Dift'erenzquotienten 

A?/ 

--^  für  A*  =  0)  f^en  wir  anfangs  mit  der  unbestimmten  Form  l  bezeichnen 

mussten,  übereinstimmt. 

Dass  man  sich  mit  dem  einen  Kunstwort  „Deri vierte"  und  der  La- 
grange'sehen  Bezeichnung  F'  (x)  nicht  begnügt,  was  freilich  möglich  ge- 
wesen wäre,  hat  seinen  Grund  darin,  dass  durch  Einführung  des  Begriffs 
Differential  und  dessen  Bezeichnung  sowohl  der  Vortrag  als  die  Zeichen- 
sprache viel  bequemer  wird.  Weil  nämlich  die  Differentiale  dx,  dy,  wenn 
auch  unbestimmt  gelassene,  Grössen  bedeuten,  so  kann  man,  was  mit 
dem  unbestimmten  Grenzzeichen  g  nicht  möglich  sein  würde,  die  Diffe- 
rentiale von  einander  trennen  und  arithmetische  Operationen  damit  vor- 
nehmen und  z.B.  statt  -y-^^P  auch  dy^p.dx,  statt  (~j  =  j/-  auch 

-—:,  =  i>^  oder  dy'-=2)-dx-  schreiben  etc. 
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?/  =  f-2x-^  +  3^-  +  5 

ist,  einen  solchen  Lauf  bat,  dass  für  die  beiden  Punkte,  deren 

Abscissen  x=l  und  ic  =  3,  die  Berührungslinien  parallel  mit 

der  Abscissenachse  laufen,  denn  von  dem  in  Gleichung-  (4)  §  8 

gefundenen  Differenzquotient  bleibt  nach  dem  Übergange  von 

A^  und  Aoc  in  dy  und  dx  nur 

dii 
der  Differentialquotient  j^  =  x-  —  45c  +  3,  oder 

das  Differential  dy  =  {x-  —  4x-\-2)  dx,  also  nur 

das  1.  Glied  der  mit  Gleichung  (3)  §  8  gefundenen  Differenz 
übrig.  Dieser  Differentialquotient  aber  ist,  wie  wir  schon  wissen, 
die  trigonometrische  Tangente  des  Berührungswinkels  r. 

Wäre  nun  die  Aufgabe  gegeben,  die  Abscissen  derjenigen 
Punkte  zu  finden,  in  welchen  die  Berührungslinien  mit  der  Ab- 
scissenachse parallel  laufen,  so  hat  man  offenbar  nur  die  Werte 
von  ./;  zu  bestimmen,  für  welchen  das  Differential  oder  der 

x'^ 
Differentialquotient  der  Funktion  y  =  iT  —  '^^^'  +  3j;  +  5  Null 

wird.     Aus 

X-  —  4:X~\-3^  0 
folgt  nun  x-=2  +  l.     Zur  Beantwortung  dieser  Aufgabe  war 
also  wiederum  nur  die  Kenntnis  des  ersten  Gliedes  der  Diffe- 
renz,  d.  i.  des  Differentials   der  gegebenen  Funktion   er- 
forderlich.    (Vergl.  noch  §  88  und  89.) 

14. 
Nachdem  wir  nun  den  Nutzen  des  Differentials  einer 
Funktion  vorläufig  erst  durch  ein  paar  der  leichtern  Beispiele 
erläutert  haben,  müssen  wir  jetzt,  um  die  fernem,  mannig- 
faltigen Anwendungen  desselben  zeigen  zu  können,  erst  die 
Regeln  aufsuchen,  nach  welchen  man  von  jeder  besondern 
Funktion  das  Differential  derselben  leicht  aufstellen  kann.  Die 
allgemeine  Vorschrift,  diese  Kegeln  zu  finden,  fliesst,  wie  schon 
gesagt,  aus  den  Lehren  der  Analysis.  Wir  müssen  in  jeder 
der  fünf  verschiedenen  Funktionen  einer  veränderlichen  Grösse, 
nämlich  in  x",  o'",  Ix,  sin  x,  cos  x*)  allenthalben  x-\-  /\x  statt 

*)  Au3  den  Differentialen  die.ser  einfachen  Funktionen  ergeben  .sicli 
die  aller  übrigen  noch  so  komplizierten  Funktionen. 
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X  setzen,  dann  nach  den  bekannten  Regeln  der  Analysis  nach 
Potenzen  von  Ax  entwickeln,  den  alten  Znstand  von  dem 
neuen  abziehen  und  von  der  erhaltenen  Diiferenz  das  erste 
in  A*"  multiplizierte  Glied  (das  Differential  der  Funktion)  als 
Differentialformel  dem  Gedächtnis  einprägen,  um  danach 
in  jedem  speziellen  Fall  das  Differential  gleich  aus  dem  Ge- 
dächtnis hinschreiben  zu  können. 

Und  hiermit  glauben  wir  nun,  was  das  Auffinden  dieser 
Differentialformeln  anbetrifft,  dem  Anfänger  die  Sache  so  nahe 
gerückt  zu  haben,  dass  er  sich  fast  imstande  fühlen  muss, 
die  im  folgenden  Buche  gestellten  und  zuerst  zu  lösenden  Auf- 
gaben selbständig  zu  lösen. 

Anmerkung  1.  Man  merke  sich  ein  für  allemal,  dass 
wenn  mit  einer  Funktion  einer  veränderlichen  Grösse  eine 
konstante  Grösse,  C,  bloss  als  additives  oder  subtrak- 
tives  Glied  verbunden  ist,  dann  das  Differential  der  Funktion 
von  diesem  konstanten  Gliede  +  C  ganz  unabhängig  ist.  Mit 
andern  Worten:  das  Differential  einer  konstanten  Grösse  ist 
^0.  Dies  sieht  man  schon  aus  dem  §  8  gegebenen  Beispiele. 
Ob  dort  die  Zahl  5  steht  oder  nicht,  das  ist  für  das  Differential 
der  Funktion  gleichgültig.  Ein  solches  konstantes  Glied  +0 
kann  auf  die  Gestalt  oder  Neigungen  der  Tangenten  der  ent- 
sprechenden krummen  Linie  keinen  Einfluss  haben,  indem  die 
Hinzufügung  oder  Weglassung  dieses  konstanten  Gliedes  +C, 
die  Abscissenachse  bloss  tiefer  oder  höher  schiebt.  (Vergl.  höhere 
Geometrie  §  68.) 

Anmerkung  2.  Bei  der  Entwickelung  einer  Funktion 
einer  zweiteiligen  Grösse  F  (ic  +  Aa?)  in  eine  nach  Potenzen 
von  /\x  fortschreitende  Reihe  brauchen  wir  uns  bei  der  Ab- 
leitung der  Differentialformeln  um  die  Konvergenz  der  Reihen 
gar  nicht  zu  bekümmern,  weil  wir  ja  von  der  Differenz 
l^^y = p  _  /;^x  -^M/\x^  -\- . . .  immer  nur  das  erste  Glied,  näm- 
lich das  sogenannte  Differential  chj=^p.clx  beibehalten. 


Erstes  Buch. 


Ableitung  der  Differeiitialformelii. 


15. 
Aufgabe.    Das  Diiferential  einer  beliebigen  Potenz  einer 
veränderlichen  Grösse  zn  finden.     Es  sei  nämlich 

Auflösung.  Verfahren  wir  nach  der  §  14  gegebenen  all- 
gemeinen Regel,  indem  wir  x  -\-  /\x  statt  x  setzen,  so  hat  man 

y  +  Ay  =  ix-\-Ax)\ 
Da  der  binomische  Lehrsatz  auch  für  jeden  gebrochenen  und 
negativen  Exponenten  gültig  ist  (§  14,  Anmerkung  2),  so  folgt 
(Analysis  §  70) 

V  +  Ay  =  3^"  +  nx'"-^ .  Ax  +    '^    ^    ^ x"-^ .  Ax-  + 

Zielien  wir  den  alten  Zustand  von  dem  neuen  ab,  so  erhält 
man  die  Differenz  der  Funktion,  nämlich 

Ay=  HX"-' .  AX  +  'lA^IZ^  j:n-2 .  a^t^  + ( Y), 

woraus  durcli  Division  durch  Ax  folgt: 

Av  ,    ,   f^  Ot — 1)        o  , 

Ax  '1.2  ' 

und  wenn  Ay  und  Ax  verschwindend  klein  (=  0)  werden 
[somit  rechter  Hand  das  2.  Glied  (als  unendlich  kleine  Grösse) 
mit  Rücksicht  auf  die  endliche  Grösse  ux"~^  offenbar  ver- 
schwindet] : 

^^„^»'-i  +  O 
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Mitliin  ist  definitionsmässig  das  verlangte  Diiferential, 
welches  wir  künftig  sogleich  aus  der  Gleichung  Y  mit  Weg- 
lassen der  höheren  Potenzen  von  A^  ableiten  können, 

dy  =  nx"''~'^ .  dx. 
In  Worten:  das  Diiferential  einer  Potenz,  x'\  ist  gleich  dem 
Exponenten,  multipliziert  mit  der  um  eine  Einheit  niedrigeren 
Potenz  und  dx. 

Ist  y  =  ax''-J2C,  so  ist: 

y  +  Ay  =  a{x  -f-  A^c)"  +  c, 

^y-\-Ay  =  cix"  -{-  nax"-'^ .  A.5C  +  M  Aa;'^  +  .  .  .  +  c, 
Ai/  =  nax''-^ .  Ax  +  ^lAx?  + . .  . 
dy  =  nax"''~^ .  dx. 

16. 
Aufgabe.     Man  dilferentiiere  folgende  Funktionen,  d.  h. 
man  schreibe  nach  der  eben  abgeleiteten  Regel,  die  man  im 
Gedächtnis  behalten  muss,  ihre  Differentiale  hin. 

Es  sei:  Man  hat: 

1.  y  =  4:x''±S 1.  dy  =  2()x^.dx 

2.  y  =  ^^x^  —  1 2.  dy=    4x^ .  dx 

3.  ?/  =  i-r-5*^ 3^^^ ^  _  4^-6  ^i^ 

5  — ^  15    — ^ 

b.  y  =  -^—  =  fx    *..  b.  dy  =  —  ^x    ^  dx 

lyx^ 

X  —  -1- 

6.  y  =  ay'x  =  ax^  ...  6.  dy^=lax    '' dx 


a 


1  —iL 


7.  y  =  —  ^ax    ''  .  .  .  1.  dy^  —  l  ax    ''  dx 

yX 

8.  y  =  ~Y'  =  ax    ^  .  .  .  8.  dy  =  — }  ax    "*  .  dx 

■y/x 

*)  Hier  zeigt  sich  die  grosse  Wichtigkeit  der  negativen  und  ge- 
brocheneu Exponenten  und  Avieviel  von  einer  glücklich  gewählten  Zeichen- 
sprache abhängt. 
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a  "  a    Ti  r.    n        '»« 


— 1 


9.   y  =  --yoc'"  =  ^X  9.  dy  =  ^j-x         .(Ix. 
^       h  ^            b                              •"       nb 

3  2  _  1. 

10.  jj  =  f y^c-  =  fic'  .  . .  10.  dy  =  ix    ^  ^ic 

1  -  -.  7                     d^ 

11.  y  =  — ^^=;  11.  fZ^ 


17. 
Aufgabe.     Das  Diiferential  der  Exponentiallnnktion  e'- 
zu  finden,  wo  ^  =  2,718281828459  die  Basis  der  natürlichen 
Logarithmen  ist.     Sei  nämlich 

Auflösung.      Es   ist   hier:    u-]-Ay  =  e  =e^.e 

und  Avenn  man  e^    in  eine  Reihe  verwandelt  (Analysis  §  73), 

y+Ay  =  e^il  +  Ax  +  f^^....) 

y  4-  Ay  =  e-^  +  e^ .  Aic  +  M  Aa?-  -j- 

Ay  =  e-'"  Ax  -f-  M Aa:;-  +  •  •  • 

In  Worten :  das  Diiferential  der  Exponentialgrösse  e^  ist  wieder 
dieselbe  Grösse,  multipliziert  mit  dx. 

Ist  _?/  ==  a .  e^  +  c,  so  ist  dy  =  ae^ .  f?ic. 

Anmerkung.  Hat  man  eine  Exponentialgrösse  von  an- 
derer Basis,  z.  Ij. 

so  ist  (Analysis  §  73,  8.  Auflage) 

a;  +  /lx  Aa:  ( .      ,     -,  ,     (?«  .  A«)"     , 

y-\-Ay  =  a  =a''.a     =a''{\-i-la.Ax-\-- —     r>      +•• 

A/y  =  a^  ^a .  AaJ  +  M  A-r-  +  .  .  . 
rZ7/  =  a^la.dx. 

Für  1/  =  3^  ist  ^Z?/  =  3^  ?  3  .  ^/.x  =  3^ . ,,  .^f^^     ^Zx  = 
•^  -^  0,43429 . . 

=  1,0986 12. 3^.  ^te. 

Für  y  =  cr^-  ist  dy  =  e"^""  (^  ( —  ic)  =  —  e"-'  rfic. 

18. 

Aufgabe.  Das  Diiferential  vom  natürlichen  Logarithmen 
einer  veränderlichen  Grösse  zu  finden.     Es  sei  nämlich 

y  =  lx. 


16 
Auflösung.     Man  hat  hier 

/        /\x\ 
imd,  wenn  man  jetzt  l[l-\ )  in  eine  Eeihe  auflöst  (Ana- 

lysis  §  76), 

y+Ay  =  lx  +  ^-^  + 

X        2.x- 


Ax       Ax-   . 

dy  =  — .  clx. 

Ist  y  =  a  .Ix^h c,  so  ist  dy=^. dx. 

Anmerkung.  Hätte  man  vom  Briggs 'sehen  Logarith- 
mus einer  veränderlichen  Grösse,  log  x,  das  Dilferential  zu 
nehmen,  so  folgt  aus 

7/  =  log  07, 

indem  man  den   natürlichen  Logarithmen   mit   dem  Modulus 

des  Briggs'schen  M  =  0,43429448 multipliziert,  dass 

(Analj^sis  §  77) 

y  =  log  x^'Klx 

ist,  mithin  ist 

dy  =  —  .  dx. 

"^        X 

19. 

Aufgabe.  Das  Dilferential  vom  Sinus  eines  veränder- 
lichen Bogens,  a?,  zu  finden.     Es  sei  nämlich 

y  =  sin  X. 
Auflösung.     Man  hat 

y  +  Ay  =  sin  (.x  -\-  Ax), 

y  +  Ay  =  sin  X  cos  Ax  -f-  cos  a? .  sin  Ax 

und,  wenn  man  statt  cos  Ax  und  sin  A;^-'  die  entsprechenden 

Reihen  setzt  (Analysis  §  80), 


*)  Algebra  §  277,  weU  cc  +  A»"  =  a^  (l  +  ^)- 
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2/+  Ay  =  sma?   1  — — --  +  .  .  .-fcosa;    Aa?- 


1.2   '   ••7    '  V         1.2.  3   '    ■ 

,     .  •        ,  siiio; 

y-r  Ay  =  ^inx-\-  cos x .  Ax  —  ——  Ax-  — .... 

Ay  =  cos  X .  Ax  —  Max-  — .... 
dy  =  cos  X .  dx. 
Ist  y  =  a.  sin  x,  so  ist  dy  =  a.  cos  a:- .  dx. 

20. 

Aufgabe.  Das  Dififerential  vom  Cosinus  eines  veränder- 
lichen Bogens,  x,  zu  finden.     Es  sei  nämlich 

y  =  cos  X. 
Auflösung.     Man  hat 

y+Ay  =  cos  {X  -\-  Ax\ 

y  +  Ay  =  cos  0? .  cos  Ax  —  sin  x .  sin  Ax, 

y  +  A2/  =  cos  X  [1  —  ~  +  ...)  —  sinx'  {^Ax  —  ^-^  +  ...), 

y  +  A2/  =  cos  a;  —  sin  x .  Ax  —  -^-^  Ax-  + .  .  . 

Ay  =  —  sin  a? .  Ax  —  M  A-'Z""  -|- .  .  .  . 
dy  ^=  —  sin  x .  dx. 

Anmerkung.  Wenn  mit  dem  Wachsen  einer  veränder- 
lichen Grösse,  x,  die  daraus  gebildete  Funktion,  wie  z.  B. 
cos  X,  cot  X,  er-^  etc.  abnimmt,  so  wird  natürlich  sowohl  die 
Differenz  Ay,  als  auch  das  Differential  derselben  dy  immer 
negativ. 

21. 

Aufgabe.  Das  Differential  einer  Funktion  zu  finden, 
welche  aus  der  algebraischen  Summe  zweier  oder  mehrerer 
der  bislier  betrachteten  sogenannten  einfachen  Funktionen 
(a?",  a%  Ix,  smx,  cosic)  besteht.    Es  sei  nämlich 

2/  =  F(x)  +  /-(;r)  +  .... 

wo  F  {x),  f{x), eine  der  erwähnten  einfachen  Funktionen 

bedeutet. 

Auflösung.     Ks  ist  zuerst 

y  -i-  Ay  =  F{x-^  Ax)  +  /•(./•  -f  A.T)  -f- . . . ■. 

Lübsen,  Intinitewimal  -  Rerbnung.    7.  Aufl.  O 
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und  da  nun,  wie  im  vorhergehenden  gezeigt,  jede  dieser  ein- 
fachen Funktionen  von  x-{-  Aoc  sich  in  eine  nach  Potenzen  von 
A.-!'  fortschreitende  Reihe  entwickeln  lässt,  so  ist  (§  10,  3) 

F  (ic  +  Aoc)  =  F{x)-\-p  Ax-\-'K  A«-  + 

f{x  +  Ax)  =  f{x)  ^p'Ax  +  M' Ax^  +  . .  . . 

Mithin  ist: 

y^Ay=F{x)^f{x)  +  ip^p'^-)Ax+[M+W+...)Ax'-i-... 
Ay={p-^p'^- .  •)  A.'T+Mi  AX-  +  . . . 
(ly=(^pj^p'j^_  .)dx=pdx-\-p'dx-\-  — 

oder  auch  nach  der  andern  Schreibart: 

dy  =  F'  {x) .  dx-\-f'  {x).dx -{-... . 
In  Worten:  Man  muss  das  Diiferential  von  jedem  Gliede  be- 
sonders nehmen. 

Beispiel  1.     Ist    y  =  ax"  -{-  e^,  so  ist 

dy  =  nax'^~'^  dx-\-  ^  dx, 
dy  =  {)iaxJ'~^  -{-  e^)  dx. 

Beispiel  2.    Ist    1/  =  ^  —  '^x-  -|-  3ic  +  5,  so  ist 

dy  =  x'^  dx  —  -ixdx  -f-  ddx, 

dy  =  (x^  —  4x-\-S)  dx, 

^  =  x-  —  4x  +  S*\ 
dx 

3  3 

Beispiel  3.    Ist    y  =  2-\/x  —  f V  -^^  +  -77  +  7,  d.  i. 

1/  X 

1  4  i 

y  =  2x-  —  f ic^  -\-dx   -  -|-  7,  so  ist 

ity  — -^- 1  ^  (tX        *^x     j  •  cix, 

dx     yx     '^*       2yx-" 

Beispiel  4.    Ist    y  =  a  .Jx  -}-  h .  »in  x  -\-  c .  cos  x,  so  ist 
dy  =  a. \-lj .  cos  X .  dx  —  e .  sin  a: .  dx, 

dy       a    ,   -, 

-^  = \-h  .to^x  —  c .  sin  37. 

dx      X 


*)  In    der  Folge    werden   wir   manclimal    (des   kürzeren  Schreibens 
halber)  statt  des  Differentials  den  Differentialquotienten  hinschreiben. 
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22. 

Aufgabe.  Das  Diiferential  einer  Funktion  zu  finden, 
welche  aus  dem  Produkte  zweier  der  einfachen  Funktionen 
;c",  rt^,  Ix,  sin.e,  cosa:;,  welche  wir  mit  F  (x)  und  f{x)  be- 
zeichnen wollen,  besteht.     Es  sei  nämlich 

y  =  F{x).f{x). 

Auflösung.     Man  hat  hier  zuerst 

?/  +  Ay  =  F  (;r  4-  Ax) .  fix  +  Ax). 

Jede  dieser  einfachen  Funktionen  von  x  -{-  Aoc  lässt  sich  in  eine 
Reihe  von  der  erforderlichen  Form  auflösen.    Es  ist  nämlich: 

y  +  Aij  =  [F  [x]  -\-p  Ax  +  Ma^- +. .  .][f{x)  -\-p'Ax  +  WAx-  +. . .] 

Führt  man  die  Multiplikation  aus,  indem  man  die  vereinigten 
Koeffizienten  von  Ax'^,  Ax^, . . .  mit  M",  N"  .  . .  bezeichnet, 
so  ist: 

y  +  Aij  =  F{x).f{x)Jrf(x).pAx^F{x).p'Ax-\-W'Ax''  +  ... 
^y=f{x)  .p  Ax  +  F  (.k)  .p'Ax  +  WAx""  +  N"  Ax^  + . . . 
dy  =  f{x)  .pdx  -\-  F  [.k)  .p'  dx 
oder  auch,  weil  (§  12)  p  =  F'{x)  und|/=/''(ic),  so  geschrieben: 
dy  =  f{x) .  F'  (x)  .dx-^F  (x) .  fix) .  dx. 

Da  nun  hier  pdx  oder  F\x)dx  das  Differential  von  F  (x),  des- 
gleichen jj  dx  oder  f{x)dx  das  Differential  von  f{x)  ist,  so 
lautet  die  Regel:  Das  Differential  eines  Produkts  zweier 
Funktionen,  Fix),  fix),  ist  gleich  der  Summe  eines 
jeden  Faktors,  mit  dem  Differential  des  andern  mul- 
tipliziert. 

Bezeichnet  man  die  beiden  veränderlichen  Faktoren  des 
Produkts,  der  Kürze  halber,  mit  P  und  Q  und  setzt  also 

so  ist  dy  =  q.d{V)  +  V.d{q). 

Durcli  die  Klammern  oder  einen  Punkt  deutet  man  au, 
dass  die  Difi'erentiale  von  den  Funktionen  P  und  Q  noch  zu 
nehmen  sind.     So  ist  z.  H. 

d  (:/;" )  oder  d .  x"  =  nx"-'^  dx. 

2* 
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Beispiel  1.     Ist    y  =  x''\  e^  so  ist 

dy  =  ^.  waj»~^  fte  -|-  X"  .  6==  6?it;,  oder 
dy  =  e-'^ .  cc"-^  (>?  +  ^)  ^^5 

Beispiel  2.    Wenn  y  =  ae''lx,  so  ist 
dit      -,         ,     ,        d'a? 


dy  =  a^\J  X-] j  dx. 


Beispiel  3.     Ist  y  =  am\x.coax,  so  ist  (§§  19,  20): 

— =  cos  X .  cos  X  dx  —  sin  ü? .  sin  xdx, 
a 

~=^a  (cos-  X  —  sin  '^3c)  =  a .  cos  2.i;. 
dx 

23. 

Bestellt  ein  Produkt  aus  mehr  als  zwei  veränderlichen 
Faktoren,  so  kann  man  es  erst  in  zwei  zerlegen;  so  ist  z.  B., 
wenn  P,  Q,  R  einfache  Funktionen  von  x  bedeuten,  und  wenn 

2/  =  PQIl  =  P.QR, 

fZ^  =  QR.£?(P)  +  P.c?(QR). 

Nun  ist  aber  (§  22)  d  (QR)  =  R .  c?  (Q)  +  Q .  ^  (R),  folglich 
dy  =  QR .  tl  (P)  +  PR .  f^  (Q)  +  PQ .  ^  (R). 

Beispiel.     Wenn  y^=^x'^  ^'Ix,  so  ist 

dy  ^(e'^lx. nx""-^  -[- x'' l x .  e?" -\- x''  e' .  —  j  dx, 
^-^  =  x''-'^€^{nlx-{-xlx-\-\). 

24. 

Aufgabe.     Das  Differential  von  einem  Quotienten  oder 

¥(x) 
Bruche  -~~  zu  finden,  wenn  sowohl  Zähler  als  Nenner  eine 

f{x) 


1 
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der  einfachen  Funktionen  x'\  «%  Ix,  sina?,  cosx  ist.  Es  sei 
nämlich 

''=m ^^^ 

Auflösung.  Da  sich,  wie  gezeigt,  alle  diese  einfachen 
Funktionen  von  x-\-  /\x  in  Reihen  von  gesetzniässiger  Form 
auflösen  lassen,  so  ist  zunächst*) 

Y  {x^  Ax)  ^Y  {x)^p  Ax^^lAx^  ^- . .  •.       ,. 

und  man  sieht,  dass  dieser  Quotient  wiederum  in  eine  gesetz- 
mässige  Reihe  entwickelt  werden  kann,  und  es  ist  leicht,  das 
hier  allein  erforderliche  erste  mit  A^  multiplizierte  Glied  zu 
erhalten.    Man  hat  durch  wirkliche  Division**) 


^(-'  +   W^"  + 


Yix)   \ 
f{x)     J 

F(^)   A    '       , 
f{x)     j 

Mithin  ist 


P 


*)  Will  man  uicht  die  Differenz  (An)  <ler  Funktion,  sondern  nur  das 
Differential  derselben  {dy),  um  welches  es  ims  eigentlich  nur  zu  thun  ist, 
so  kann  man  dieses  folgendermassen  viel  kürzer  erhalten.  Aus  obiger 
(xleichung  (Ij  folgt  v/ . /' (x)  =  F  (x),  mithin  (§  22j 

f  {x)  dy  -\-y.f'  [x)  dx  =  F'  (x)  dx 

f  (x) .  F'  (x)  dx  —  F  (x) .  f  (x)  dx 

■'"- [mr- 

**)  Man  kann  hier  das  gesuchte  Differential  auch  folgendermasseu 
auf  kürzerem  Wege  finden,  indem  mau  erst  den  Differentialquotienten 
sucht.     Subtrahiert  man  (1)  von  (2),  so  ist 

^Y(x)-\-pAx-\-^Ax-  +  ....      F(x) 
^^       f  (x)  +/Ax  +  M'Aa?*  + . . . .       fix) 
oder,  auf  einerlei  Nenner  gebracht  und  durch  A-*  dividiert, 

Ay      fix).p-F  (x)  .p'+  [/-(x) .  M  -  F  (x)  M']  Ax+---- 


Ax  [f{x)Y  +  fix)p'Ax  +  .... 

Da  imn  aus  diesem  Differenzcjuotienten  der  Differentialquotient  her- 
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F(x)   ,   /   w  F(x)    A  ,   -^„       ,  , 

/^(ic)       \f{x)      [f{x)]-^  J 

fix)])  —  Yix).!)'  ,   -,„       .,   , 

_/'(3;)jj  — F(j;)j/ 
,   /"(a?)  .^(fe  —  F  {x)  .ij'dx 

^      ww      ■ 

Da  nun  pdx  das  Differential  von  F  (x)  und  p'äx  das  Diife- 
rential  von  f{x)  ist,  so  lautet  die  Regel:  Das  Ditferential 
eines  Quotienten  ist  gleich  dem  Nenner,  multipliziert  mit 
dem  Differential  des  Zählers,  weniger  dem  Zähler, 
multipliziert  mit  dem  Differential  des  Nenners,  divi- 
diert durch  das  Quadrat  des  Nenners. 

Bedeuten   P    und   Q    einfache    Funktionen    von    x   und 
setzt  man 

so  hat  man  kürzer: 

Q 
Beispiel  1. 

Wenn  ^/=  —    ,  so  ist 

rc"  .^  dx  —  e" .  iix"-^  dx 


u.y  — 

{X 

ny 

dy  = 

X» 

j 

^2« 

\x- 

■n) 

dx, 

dy  _ 

e 

{X- 

-n) 

dx  xi"+^ 


vorgeht,  wenn  man  A*  =  0  setzt,  so  ist  der  Differentialquotient  offenbar 

ffx) .  p  —  F  (x)  p' 
=  r/./  NTT  und  mithin  das  gesuchte  Differential: 

[f  (*)]■- 

,         fix) .  pdx  —  F  (x)  .  p'dx 

'"' ifW • 

*)  Es  ist  auch:  y  =  e^ .  x—»,  und  dies  nach  §  22 
dy  =  X—»  .  e^  dx  —  e^  .  nx  —  ("  + 1) .  (Zx 

dy e^  (x  —  n) 

dx  ^"+1 
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Beispiel  2. 

Wenn  y  =  j-,  so  ist 

Ix  .dx  —  X.  — 

X 

^y= — w — ' 

dy Ix  —  1 

dx        {JxY 

Beispiel  3. 

a  *) 
Wenn  ?/  =  —    ,  so  ist 


rill 

u  —  unx" 

-  ax 

-  naT~^"+^^ 

uy 

a?"2" 

dy 

an 

dx 

x''+'^' 

Beispiel  4. 

dx, 


Wenn  y  = ,  so  ist 

cos  X 

dy      cos  X  .a^'laA-  a^  sin  x        «''     ,     ,   .      s 

/  = ?- = (Ja  +  tg  x). 

dx  cos-  a?  cos  a?  ^ 

25. 

Aufgabe.    Das  Diiferential  von  der  Tangente  eines  ver- 
änderlichen Bogens,  r.  zn  finden.     Es  sei  nämlich 

//  =  tgA-. 

sin  X 

Auflösung.     Man  hat  y= ,  und  wenn  man  diesen 

cos.r 

Quotienten  nach  §  24  ditferentiiert,  so  ist 

cos  X .  cos  xdx  —  sin  x .  ( —  sin  xdx) 


dy 


cos-a: 


,        (cos-a;-(-sin-x)    , 

COS^  X 

,  dx 

dy 


cos-x 


")  Es  ist  auch  y  ^  a  .  x—",  mithin  dy  =  —  nax   ^"'^'''  dx. 
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26. 

Aufgabe.     Das   Differential   von   der  Cotangente   eines 

veränderlichen  Bogens,  :c,  zu  finden.     Es  sei 

^j  =  cot  X. 

cos  oc 
Auflösung.     Es  ist  auch  y=^- — ;  daher  (§  24) 

sin  X .  ( —  sin  xdx)  —  cos  x .  cos  xdx 
dy  = ^ — 


dy 


sm^ic 
dx 


^\n'x 

27. 
Aufgabe.     Das  Differential  vom  Bogen  eines  veränder- 
lichen Sinus  zu  finden.     Es  sei  nämlich 
y  =  arc  (sin  =  x).  *) 
Auflösung.    Weil  x  der  Sinus  vom  Bogen  y  ist,  so  hat 
man  erst  durch  Umsetzung  a:;  =  sin^**)  und  hieraus 

dx  =  cos  y .  dy, 

dy^^ 

cos  y 

und,  weil  siny=^x,  also  cos y^ Vi  —  sm'-y  =  Vl  —  x% 

dx 


dy  = 


Vl—x^ 


28. 

Aufgabe.     Das  Differential  zu  finden  von: 

y  =  arc  (cos  =  x). 


*)  Man  schreibt  dies  auch  einfacher:    ?/  =  arcsinj'.     (Vergl.  §  34, 
Nr.  6.) 

**)  Durch  die  Umformung  einer  Funktion  wird  das  Verhältnis  der 
veränderlichen  Grössen,   sowie  auch  das  ihrer  Inkremente  und  Differen- 
tiale zu  einander  offenbar  nicht  geändert  und  deshalb  ist  die  Umformung 
erlaubt.     So  folgt  z.  B.  aus :  y  =  Ix,  dass  x  =  e^  und 
dx 


dx       X 


dx  =  e^  dy  =  x  dy, 

dy_l^ 

dx       X ' 
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Auflösung.     Es  ist  zuerst  x  =  cosy,  mitliin 
dx  =  —  sin  y .  dy, 
dx 


dy 


siny 


und,  weil  cos  y  =  x^  mithin  sin  y  =  Vi  —  x^,  so  ist  auch 

dx 

dy  = , 

Vl—x"- 

29. 

Aufgabe.     Man  suche  das  Dilferential  von 

y  =  arc  (tg  =  x). 
Auflösung.     Man  hat  hier  x  =  t^y\  daher  (§  25) 

dy 


dx 


cos  -  ^ ' 


dy^ cos'- y .  dx; 
aus  i^y=^x  folgt  cos -(/  =  :, — ,  ^   ^    =:: — , — :, ,  mithin 


30. 

Aufgabe.     Man  suche  das  Differential  von 
y  =  arc  (cot  =  x). 

Auflösung.     Aus  x^coiy  folgt  (§  26)  dx  =  —  /f    , 

dy  =  —  sin  -y .  dx, 

,        .,     .    .  1  1 

und  weil  sm  -  y  =^  --- , --^—  =  - — ; — 5 ,  so  ist 

\-^coVy      1+ic-' 

,  dx 

dy  = 


1+x^' 

31. 

Sämtliche    im    vorhergehenden    gefundenen    Differential- 
formeln sind  also,  übersichtlich  zusammengestellt,  folgende: 
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Wenn:  so  ist: 

1.  y  =  :r" dy^  ux"-'^  dx 

2.  y  =  e^ dy  =  e^dx 

3.  y^a^ dy^a^'Ja.dx 

dx 


4.   y^lx dy=^ 


X 


5.    ?/  =  loga' dy  =  —  .dx,  wo  M=0,434... 

7.  i/  =  P.Q dy  =  q.dF  +  F.dq 

P  ^        Q.(ZP  — P.t?Q 

8.  y  =  ^  dy  =  '^ ö^ ^ 

9.  2/  =  sin  jf dy  =  coü  xdx 

10.  y  ^  cos  X dy  =  —  sin  xdx 

11  ^  j  dx 

11.  V  =  tff .r rt?/  = s- 

•^  "^  sm  -a? 

13.  ?/  =  arc  sin  x dy^    , 

dx 

14.  7/ ^  arc  cos  a? rZv  = : 

^  VI  — /-^ 

15.  ?/  =  arctga: (?y=^_i_^2 

16.  y  =  arc  cot  j? dy^  —  Y~r — » 

32. 

Mit  vorstellenden  Fundamentalformeln,  die  man,  wie  die 
wichtigsten  Formeln  der  Trigonometrie,  durch  fleissige  Ein- 
übung, wozu  im  folgenden  Gelegenheit  gegeben  "wird,  dem  Ge- 
dächtnis wohl  einprägen  muss,  sind  wir  nun  imstande,  jede 
noch  so  komplizierte  Funktion  zu  differentiieren. 

Wir  nehmen  zuerst  eine  Funktion  von  einer  Funktion. 
Es  sei  nämlich  allgemein 

2/  =  F {u)  und  u  =  f{x\ 
Avo  fix)  irgend  eine  der  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten 
seclizehn  Funktionen  der  absolut  veränderlichen  Grösse  x  imd 
F(?()  irgend  eine  dieser  Funktionen  von  u  bedeutet,  so  dass 
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also  jetzt  y  nicht  unmittelbar,  sondern  durch  eine  Zwischen- 
grösse,  u,  als  Funktion  von  x  gegeben  ist.  Es  ist  mithin  u 
nicht  eine  absolut,  sondern  wie  y  eine  abhängig  veränderliche 
Grösse.  Denkt  man  sich  für  x  einen  bestimmten  Wert  gesetzt, 
so  erhält  auch  u  und  dadurch,  zufolge  der  ersten  Gleichung, 
auch  y  einen  bestimmten  Wert. 

Wollte  man  ??  eliminieren,  um  y  als  unmittelbare  Funk- 
tion von  X  zu  erhalten,  so  würde  dies  auf  die  Bezeichnung 
2/  =  F  \f{x)\  führen.*)  Um  nun  die  allgemeine  Regel  zu  finden, 
nach  welcher  man  auch  eine  Funktion  von  einer  Funktion 
differentiieren  kann,  lassen  wir  in  den  beiden  Gleichungen 

y  =  F  {ii)  und  u  =  f[x) 
die  absolut  veränderliche  Grösse  x  um  das  Inkrement  A^' 
wachsen,  alsdann  wird  auch  die  unmittelbar  von  x  abhängige 
Grösse  u  ein  Wachstum,  A",  und  vermöge  der  Gleichung 
y  =  F  (m)  auch  die  unmittelbar  davon  abhängige  Grösse  y  ein 
Wachstum,  Ay,  erhalten  und  wir  haben  dann 

y  +  Ay  =  F  {u  -\-  An)  und  u  +  A ''  =  fix  +  A^^. 

Nun  lässt  sich,  wie  bei  der  Ableitung  der  §  31  auf- 
gestellten Formeln  bewiesen,  f{x  -\-  Ax)  in  eine  nach  ganzen, 
positiven  Potenzen  von  Ax  und  ebenso  F  {ii  -f-  A«)  (indem 
man  einstweilen  u  als  absolut  veränderlich  betrachtet)  in  eine 
nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  A  u  fortschreitende  Reihe 
entwickeln.     Man  hat  nämlich:**) 

(i  -\-  Au  =  f{x  +  Ax)  =  f{£)  -f  _/;  A.X-  +  M  Aoc'  + . . . . 
Au  ^p  Ax  +  'M.Ax-  -\- ( 1 ) 

y+  Ay  =  Y  {u  +  Au)  =  F  in)  +  p'A'u  +  ^' A'ir  +  .  .  . 
Ay  =i/ A«  +  M' A'f-  + ( -  > 

*)  Wäre  z.B.  y  =  e"  und  u  =  sin  a-,  so  wäre  y  =  e»'"  •'".    Hätte  man 
y^=lu  und  u  =  xn-\-e^-{-Hh\x~\-...,  so  wäre  y^=l{xn-\-e^-\-siinx-\-...)  etc. 
**)  Sei  z.  B.  y  =  «*  und  u  =  x-,  so  ist : 

w  +  A«  =  (»  +  A«)*  =  *■-  +  2-^A.^'  +  A*'- 
A«  =  2a;Aa5  +  A^' 

^  +  Ay  =  («  4-  A«)-'  =  m'  +  3(t-A«  +  3mA«'  +  A»' 

^1/  =  Stt'^ .  A«  +  3mAm"^  -f  Am^' 

Ay  =  3m-^  (2a[^Aa-  +  Ax"-)  +  3m  (2xAa-  +  A^-)- +.... 

Ay  =  6«-  •  a-A^  +  M'Aa™-  -f 

Ay  =  öx--' .  A^  +  M'A.r''  -[-.... 

%  =  6o(^dx. 
Al.s  Probe :  y  =  n''  =  (.r*)-'  =  x"  giebt  da.sselbe  Differential. 
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Weil  mm  aber  u.  also  auch  Au  von  x  und  Ax  abhängig 
ist,  so  müssen  wir  in  (2)  den  Wert  von  Au  aus  (1)  sub- 
stituieren, alsdann  ist: 

Ay=p'ip  Aoc-{-MAx--i-....)  +  W(p  Ax  +  UAx' -}-....?-{-.... 
Ay=pp .  Ax  4-  M^ .  Ax-  +  Nj  .  A.r"  +  . . . 

Hier  ist  also  A^  durch  eine  Reihe  ausgedrückt,  die,  wie 
es  sein  muss,  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  Ax  fort- 
schreitet. Die  Koeffizienten  p\  p,  M^. . . .  sind  Funktionen 
von  X  und  u  oder  von  x  allein,  weil  vermöge  der  gesonderten 
Gleichung  u  =  f{x),  u  durch  x  ausgedrückt  werden  kann.  Da 
nun  das  erste  Glied  p'p  Ax  dieser  Reihe,  der  Erklärung  ge- 
mäss, das  Differential  von  y  in  Bezug  auf  x  ist,  so  haben  wir 

dy=])'.pdx. 

Betrachten  vär  nun  dieses  gefundene  Differential  genau, 
so  fällt  auf,  dass  der  Faktor  jjdx  das  Differential  von  der 
Funktion  u^f{x)  ist,  nämlich: 

du=pdx (3) 

und  dass  der  andere  Faktor.  p\  der  Differentialkoeffizient  von 
Funktion  y  =  Y{u)  ist,  so  nämlich,  als  wenn  ?/,  statt  einer 
von  X  abhängigen,  eine  absolut  veränderliche  Grösse  wäre. 
Denn  betrachtet  man  sie,  in  formeller  Hinsicht  als  solche,  so 
folgt  aus  2/  =  F(t<),  wie  auch  aus  Gleichung  (2)  ersichtlich  ist: 

dy=p'.da (4) 

Setzt  man  nun  in  (4)  für  du  seinen  Wert  aus  (3),  so  ist, 
wie  vorhin,*) 

dy  ^  p' .  pdx"^"^). 

38. 

Aus  vorhergehendem  Paragraphen  ergiebt  sich  also  der 
wichtige  Satz,  dass  die  in  §  31  aufgestellten  sechzehn  ein- 
fachen Differentialformeln  ausreichen,  um  danach  eine  jede 
noch  so  zusammeno^esetzte  Funktion  einer  absolut  veränder- 


*)  So  folg^t  z.  B.  aus  y  =  u^  und  u  =  x-,  dass  du  =  2xdx  und  dy  ■= 
3u- .  rfit,  mithin  wieder  dy  =  3u''^ .  Ixdx  =  ^x^dx. 

**)  Oder  ancli.  wenn  (/ ^  F[f(a;)],  in  anderer  Schi'eibart: 

dy  =  F'[/'(jc)] .  f{x)dx. 
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liehen  Grösse,  x,  oder  eine  Funktion  von  einer  Funktion, 
2/  =  F  \f[x)\  zu  ditferentiieren.  Man  setze  nämlich  einstweilen 
n  statt  fix)  und  differentiiere  dann  nur  nach  §  31,  y  =  ¥[ii) 
und  u  =  f{x),  und  substituiere  in  dy=^F\u).chi  für  ?<  und  du 
ihre  Werte  f(x)  und  f'{x)dx. 

34. 

Zur   Einübung-    dieser   Regel    mögen    folgende   Beispiele 
dienen. 

Setzt  man*)    y  =  e",  also  u  =  smx, 

so  ist      dy  =  e"  .  du  und  «7«  ==  cos  xdx, 
mithin      dy  =  e*^°  * .  cos  ^rrZo?. 

9       ^y  ___  gal'cr -|- *'  -t" 

Aus  y  =  e",  also  it  =  rta;-^  -\-  bxi  fol^ 

(Zi/  =  e" .  fZ?<  und  cZ?<  =  (-lax~^~  -\- 1  5a?~i)  dx, 

Setze        y  =  ii^,  mithin  h  =  1  -\-2x  —  3x', 
dy  =  %ti^ .  du  und  du  =  (2  —  6x)  dx, 
dy==^(l^2x  —  3o(rf  (2  —  6x)  dx. 

4.    y  =  l  (ax"  -f-  ?>  cos  x). 
y  =  In,  also  n  =  «a;"  -f-  i  cos  x, 

dy=^  —  und  du  =  (aux"~^  —  h  sin  a;)  dx, 

,        a)}x"~^  —  b  sin  .x    , 

dy  = —7—^ .  dx. 

ax"  -{-  0  cos  X 


*)  Bei  einij^er  Aufmerksamkeit  wird  man  solche  Substitutionen  selten 
zu  Hilfe  rufen  und  z.  B.  aus  it/  =  e»'n-^  direkt  ableiten,  dass  </(/=<'»•'>  3.  cos  jvZ.r 
ist.    Auch  für  alle  folß^enden  Beispiele  ist  eine  Substitution  unnötinf. 
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5.    y=  sin'"  x. 
y  =  u'"]  n  =  smx, 
dy  ==  miC^'^ .  du ;  du  =  cos xdx, 
dy  =  m  sin'"~^oc .  cos  xdx. 


6.    y  =  arc  sin  Vi — 2a?. 
y  =  arc  sin  h  ;  ?t  =  ( 1  —  2x)i, 

dy  =  -^L=;  du  =  —  4-  (1  —  1x)~^ .  2dx% 
Vi  —  ?r 

i 

(1  —  2ic)   ^ .  <Zic  cte  6?a; 

dy=^  —  '  —  — 


y  2x  V^^  •  V 1  —  2a;  V2x  —  4a;- 

r  —  X 
7.    z/  =  r  arc  cos . 

^  r 

r  —  .-K 
?/  =  rare  cos«;  m= — ^— , 

,  rdu  ,  dx 

dy^ ;  du  = , 

^  Vi  — H^  *" 

r<fe 


#  = 


V2 


r  X  —  X- 


8.    1/  =  cos"rta?. 
y  =  u'^;  u^cosax, 
dy  =  WM"~^  du-^  du  =  —  sin  ax .  adx, 
dy  =  —  an  cos"~^  ax  sin  axdx. 

9.    y  =  l.  cos"  ax. 
y^=lu\  w^=cos"«a:;**), 

dy  =  — :  du  =  —  an  cos"""^  ax .  sin  ax .  dx, 

dy  =  —  an  tg  ax .  dx. 

1 
*)  Man  hätte  hier  wieder  u^  z-,  also  z  ==  1  —  2x  setzen  können,  wo- 

raus  dann  du  =  Iz    -  dz  und  dz  =  —  2dx,  mithin  du  =  —  k  (1— 2a;)    -  .  2dx. 
**)  Oder  so:     y  =  lu;      «  =  y»;  v  =  cos  aa?, 

dv  =  — ;  du  =  tiv^i—^dv:  dv  =  —  sin  ax  .  adx, 

^        u 

du  =  n  cos»— lacc  .  ( —  sin  ax)  adx, 
dy  ==  —  antg  axdx. 
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10.    ?/ =  /  arc  tg  ww?. 
y  =  hi;  u  =  arc  tg  nix, 

du     -,  nidx 

dy  =  — ;  du  = 


u'  ""      l-\-m-x-' 

mdx 

dij  — 

{\-\-m'X-)  arc  tg  mx 


11.    lJ  =  Vl^..^/\—x^  (§  22). 

dy  =  ( 1  —  x-)i  .  fZ  U  +  ^)*  +  (1  +  ^)*  -dil—  x-f, 


'^  =  (l_jr-)^  _\{\^x)-^^{l-\-xf  .\-{l  —  x''r'i{—2x\ 


dy 

dx 

dy_{l—x^)i      2.r(l+a;)? 

dx^Oil-^x)^       3(1— ;r2)t' 

fZy  3  —  4:X — 7x-       3  —  4^x  —  7x- 

ä.=  6(l  +  #.(l-.^)i  =  ^^/^^^;^^ 


12.    y/  =  ^^^ü£  (§24). 
•^       Vi  +  X   '^      ■ 

(?y    _ (1  -i-x)Kd(l-\-x-)^—(l-\-x^)i.d{l  -j-x)^ 
dx~  l+x 

dy_{\+  xf . -Hl  +  x?r^ .  2x  —  (1  +  x"^ .  -Kl  +  a::)- 
(fe  1  +a; 

(x^  +  4a:  —  8) .  fte 


dy 


6(l+:c)^.(l+ic¥ 


35a. 


*)  Man  kann  in  solchen  und  ähnlichen  Fällen,  wie  in 
den  Beispielen  10,  11  und  12,  sich  das  Difterentiieren  manch- 
mal erleichtern,  indem  man  erst  die  Logarithmen  nimmt,  oder 
umgekehrt  auf  die  Zahlen  übergeht.     Beispiele: 

1     ^  =  ii±^' 

dy \ .  2xdx      ^.dx 

7^T+^~1+^' 


32 


dy 

:       6i 

a;2_|_4^_3 

ydoi 

{l-^x){l+xy 

dy 

x--\-4:X—3 

dx 

6(1 

. +x)t(l  +  a^2)t' 

2.   y  = 

=  l  arc  tg  mx. 

ey  = 

=  arc  tg  mx, 

ey  dy- 

mdx 
1  +  w^^^" ' 

dy=^ 

mdx 

(1-f 

■  m"x^) .  arc  tg  mx 

3. 

y^x^. 

ly  = 

x .  Ix, 

dy 

1     J     \       ^^ 

dy  =  a^.{lx-\-  1)  dx. 

Um  mechanische  Gewandtheit  und  Sicherheit  im  Dilferen- 
tiieren  zu  erlangen,  möge  man  noch  die  im  folgenden  Para- 
graphen stehenden  Beispiele  berechnen  und  sich  dabei  er- 
innern, dass  zwei  Funktionen,  welche  nur  um  ein  konstantes 
Glied  verschieden  sind,  notwendig  einerlei  Differential  haben, 
so  folgt  z.  B.  aus: 

1.     v^:, und        '//  =  --,- 

•^       1 — x  ^       1 — X 

^y=TA — IÄ2;  % 


{l  —  xf  -"      (l  —  xf 

2.     y=^lcosx  und        y^lcosx-\-  sin  %  -|-  cos  ^x 

dy=^  —  tgx.dx;  dy  =  —  tgx.dx, 

Ix 

weil  :; =1-1- :. ,  und  sin  ^x  -f-  cos  -x=  1. 

1 — X  '    1 — X 

35  b. 

Aufgabe.   Man  setze  y  =  jeder  der  folgenden  Funktionen 

dy 
von  X  und  bestimme  dann  die  Differentialquotienten  -,-_. 
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1.    2ax--[/x. 


2.   — +1 

X 


o        3^.-2  1 


5.    i-^x'  — 


yx 


4.    (a-\-xY 

D.  (rt-  —  x-y 
6.    a  +  ^^V-^- 


7. 


1 


«.-  +  ic- 


5.    Vri-^  +  3C=^ 


9.   -^- 
cos  rc 


10.  \'a'  —  x'' 

11.  ^ 


12. 


13. 


14 


^/\—x^ 

X 


y\ 


15.  /(a  +  ^r) 

IG.  l{,r^V(J^x}) 

17.  ^a:") 

18.  (Zic)" 

19.  l        ^ 


Vrr  H-  xr 
20.    e'-' 

Lülisen,  Infinitesimal -Rechnung.    7.  Aufl. 


21.  Hic 

.1! 

22.  ß" 
23. 


sin  -  X 


24.  ?  sin  X 

25.  /.  .^ .  ?  cos  3? 

26.  0  .  cos  *  ic 

27.  sin  (rt -f  &  .-r) 

28.  sin  ^x  —  cos  ^  x 

29.  tg  -  .^  +  cot  -  ;>? 

30.  sin  -  .r  +  cos  -  :r 

31.  e^.sinma; 

32.  tg2.x- 

33.  \s^'-mx 


34.   arc  sin 


V^i 


35.    arc  cos 


36.   arctg 


X 


37.    arc  cot 


a 


38. 


1+.X- 

VI  —  cos  a; 
2  . 


39.  7  ,- -. 

x  —  ^x^  —  a'' 

40.  r'^^f  •^■'"  •'■ 

8 
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Auflösung.     Man  liat  für  die  geforderten  Differential- 
quotienten der  Reihe  nach: 


1.    Sa-y/r^  20.    — 

21 


1  X 

2. s 


X- 

1 


{CL-  +  X'Y 

X- 


COS  ■-  X         COS  X 


%\/[a^  —  xJ 


Va-  +  .«- 


19 


X  Ix 


'•    ^.^2Va.3  22.  e\e^ 

4   ,^(a_^5c)n-i  ^^         2a  COS  3?^      2ffiC0ta; 

5.    4^(.x-  — O  "  ■  sin=^a.'  sin'-x 

i)  c  24.  cota? 

'"V-^      -^  25. tgxlx 

2x  .  ^ 

7-   — /^2  L^2\2  26.  — 4  ö  COS '^  a?  sin  a; 


27.    &.cos(«  +  ia;) 


°-    3  .  .,   ,     3,o  28.    2 sin 2a; 

•^^  tg.'T     _cota;       lbcot2a: 


30.   0 


/d.'Y;'-'  . 

IQ    — _ 31.    e''{si\\mx-\-mco8m.x) 


32. 


ax  ^'    cos'^  2x 

^g    2m.tg-»Ha; 
cos"  ?«a; 
1 


34.  — 

35.  — 
36. 
37. 


2VI  —  X- 
1 

1 

a 


o;^  +  (i  +  a?r 

sina? 


n  38.    — ,-  =■ — Y^o^  o 

17.   --  VS.Vl  — cosa;  - 


n(?a;)>--^  39.    -J== 

-^°-  — :;; —  \x^  —  a- 


^^  40. 


a;(a-  +  a;^)  "    Vi 


-X- 


Zweites  Buch. 


Von  den  successiven  und  liöliern  Differentialen. 
Der  Maclaurin'sclie  und  Taylor'selie  Lelirsatz. 

36. 

Wenn  eine  und  dieselbe  Funktion  einer  veränder- 
liclien  Grösse,  Fix),  durch  zAvei  verschiedene  Formen  aus- 
gedrückt ist,  und  welche  beide  Formen  also  für  denselben 
Wert  von  x  dasselbe  Resultat  geben,  oder  doch,  im  Fall  die 
eine  Form  eine  unendliche,  nach  ganzen,  positiven  Po- 
tenzen von  X  fortschreitende  Reihe  ist,  für  jeden  Wert  von  x, 
für  welche  diese  Reihe  konvergiert,  dasselbe  Resultat  geben, 
so  müssen  natürlich  auch  die  Differentiale  und  also 
auch  die  Differentialquotienten  beider  nur  in  der 
Form  verschiedenen  Funktionen  einander  gleich  sein. 
Ist  z.  B.  F  (x)  =  (a  -f-  xf,  so  ist  auch  in  anderer  Form  aus- 
gedrückt: F  {x)  =  a^ -\- Sa-x -\- 3ax- ^  x^,  mithin 

F  (x)  =  (a  4-  xf  =  ar  -f-  Sa-x  -\-  3ax-  -f-  x^. 

Diiferentiiert  man  beide  Formen,  so  ist  notwendig 

F'  (x)  dx  =  3  (a  +  x)-  dx  =  (3a-  +  6ax  +  3x-)  dx 

und,  indem  man  beiderseits  durch  dx  dividiert, 

F'  (x)  =  3  (a  +  x)-  =  3a-  +  6ax  +  3x\ 

Da  nun  der  erhaltene  Differentialquotient  F' (x)  wieder 
eine  Funktion  von  x  ist,  so  kann  man  diese  neue  Funktion 
F'  (x)  wiederum  Avie  gewöhnlich  ditferentiieren  und  erhält 
dann,  nach  jedesmaliger  Division  durch  d.r,  den  2ten,  3ten  Dilfe- 
rentialquotienten   der   ursprünglichen   Funktion   F{x),   wofür 

3* 
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Lagrange  die  Bezeiclmimg  F"(x),  F'"  (x) .  .  .  eingefülirt  hat 
(sprich:  Funktion  zwei  Strich,  Funktion  drei  Strich  etc.).  Für 
obiges  Beispiel  ist  nämlich: 

F"  (x)  =^  Q  (a -\- x)  =  6a -\-  6x, 

Y"'(x)  =  i5, 

Fiv  (x)  =  0. 

37. 

Die  successive  aufeinander  folgenden  sogenannten  höheren 

Differentialquotienten  F'  (x),  F"  (x) werden  auch  wohl  die 

Ite,  2te,  . .  Abgeleitete  (Derivierte)  genannt.  Wird  einer  von 
ihnen  eine  konstante  Grösse,  so  werden  natürlich  alle  folgenden 
=  0.     Sei  ein  zweites  Beispiel: 

2  o 

F(a?)  =  e--=l+a^  +  ^  +  j-|-^  +  .... 


so  ist  F'(a;)  =  e^=l+a^  +  j-^  +  ^— ^-^ 


F"(x)  =  e-=  1+^  +  ^-2  +  ^-2-3  +  .... 
Hier  nimmt  das  Differentiieren  kein  Ende.     Sei  noch: 

F(x)  =  \^^  =  l^x^x~,  so  ist  (§  31,  8) 


F'\x)-- 


2  —  6x-{-6x^-  —  2x^ 


o 


(1—xf  ' 

F'"(x)  =  0. 
Sei  ferner  noch: 


F(x)  =  arctgx  =  a;  — — +  — —  yH (Analys.§87) 

F'(x)  =  ,    ^    ,  =  1— .x-  +  x'^  — rg^H 

■        1  +  r»- 


37 

—  2x 

folglich  ,,    /  ov.  =  1  —  ^x-  +  3x*  —  4r«  +  .  .  .  . 

(l-f-x-)-  ' 

Es  muss  also  für  jedes  ;7\  für  welches  die  so  abg-eleiteten 
neuen  Eeihen  (welche  offenbar  wieder  die  Grundform  der 
Analysis  haben)  konvergent  sind,  der  linker  Hand  stehende 
geschlossene  Ausdruck  ihre  Summe  sein,  und  man  könnte  also, 
was  auch  schon  Mo  i  vre  und^  Eni  er  gethan,  das  successive 
Differentiieren  dazu  benutzen,  um  unzählige  summierbare 
Eeihen  samt  ihren  Summen  zu  finden.  Wir  haben  jedoch 
diese  leichte  Anwendung  der  Differentialrechnung  hier  nur 
beiläufig  erwähnen  wollen. 

38. 

Ehe  wir  aber  zu  andern  nützlichem  Anwendungen 
übergehen  können,  müssen  wir  uns  zuvor  noch  ein  paar 
ändere  übliche  Bezeichnungen  der  höhern  Differentialquotienten 
merken. 

Nehmen  wir  als  spezielles  Beispiel  an,  es  sei 
y  =  x^,  so  ist 

dx 

dii 
Da  hier  der  Difterentialquotient  -j-  wieder  eine  Funktion 

von  X  ist,  so  können  wir  sie  (ihn)  wiederum  wie  gewöhn- 
lich differentiieren  und  erhalten  für  den  zweiten  Differential- 
quotienten 


d{^  =  20x\dx, 


d 


dx 


20ä;=^ 


Diese  IJezeiclinung  ist  alx'V  sein-  unb('([U(*m  und  würde  es  für 
die  folgenden  Dittereiitiale  und  Difi'erentialquutienten  nocli  mehr 
werden.    Sie  ist  deshalb  nicht  üblich.    Man  bezeichnet  diesen 
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(Vy^) 


zweiten  Difierentialqiiotienten  kürzer  mit  -^^    ,  so  dass  also 

für  obiges  Beispiel 

?^  =  20.x« 
dx- 

und  wo  also  die  an  dem  Differentialzeiclien  d  stehende  Zahl  2 
nichts  anderes  bedeutet,  als  dass  die  Funktion  ij  =  x^  zweimal 
nacheinander  differentiiert  worden.**) 

Für  den  3ten,  4ten  ....  Differentialquotienten  hat  man, 
in  ähnlicher  Bezeichnung 

dji 
dx^ 


.s  —  60a?^ 


1^,=  120x 


*)  Die  älteste  noch  vorkommende  Bezeichnung  ist  -j\. 

**)  Man  kann  sich  diese  Sache  auch  noch  so  zui'echt  legen:  Das 
erste  Differential  von  y  =  x^  ist  dy  =  ox*  A.x-  Lässt  man  hierin  die 
absolut  veränderliche  Grösse  x  wieder  um  dasselbe  konstante  Inkrement 
wachsen  und  setzt  x~\-  Ax  statt  x,  so  wii"d  auch  dy  ein  Inkrement  er- 
halten, welches  man  einstweilen  mit  /\dy  bezeichnen  mag,  und  wii" 
haben  dann 

dy  +  Ady  =  5  {x-^Aocy .  Aoc  =  hx"  Ax  +  20x^  A^- +  ^iAx^ -{- . . . . 
jetzt  den  alten  Zustand  von  diesem  neuen  subtrahiert: 
Ady  =  20a;5 .  Ax-  +  MA^;^  + . . . . 

und  indem  vdr  von  dieser  Differenz  nur  das  erste  Glied  behalten  und 
mit  ddy  oder  d"y  oder  kürzer  mit  d'-y  bezeichnen,  so  hat  man  für  das 
zweite  Differential  von  y  =  oc^ 

d-y  =  20«^ .  Ax"  oder 
d^y  =  20x'» .  dx% 

^  =  20x^ 
dx- 

indem  wir  der  Symmetrie  halber  dx-  statt  Ax'  schreiben.  Dasselbe  hat 
man  offenbar  kürzer,  indem  mau  das  erste  Differential  dy  =  See*  .  dx  noch- 
mals differentüert  und  dabei  den  Faktor  dx  als  konstant  betrachtet,  näm- 
lich: d^y  =  20,r'' .  dx'-.    Ferner  d-^y  =  60x- .  dx^  etc. 

Es  ist  klar,  dass  durch  eine  gegebene  Funktion,  y^F{x),  nicht 
allein  das  erste,  sondern  aiich  alle  höheren  Differentiale  (und  Differential- 
quotienten) voUkommen  bestimmt  sind. 


.  =  F"(x)^q 
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Audi  werden  noch  die  aufeinander  folgenden  Diflferential- 
quotienten,  der  Kürze  halber,  manchmal  mit  dem  Buchstaben 
p,  q,  r  . . . .  bezeichnet,  so  dass  also,  wenn  allgemein 

ij  =  F{x) 
ist,  die  drei  verschiedenen  Bezeichnungen 

dieselbe  Bedeutung  haben. 

Zusatz.     Ist  x  =  f{y)  gegeben  und  soll  das  zweite  Dif- 

ferential  j^  gefunden  werden,  ohne  vorher  aus  jener  ge- 
gebenen Gleichung  y  als  explizite  Funktion  von  x  abzuleiten, 
so  diiferentiiert  man  zunächst: 

(Ix  =  f  (y) .  dy,  folglich 

^  =  /"(2/),  mithin 

-T-  =  j-, ,  -.1  oder,  wenn  man   „, ,  .  =  w(y)  setzt: 
dx      f'{yy         '  f'{ij)      ^^^' 

Diiferentiiert  man  aufs  neue,  um  das  gesuchte  zweite 
Differential  zu  erhalten,  so  ergiebt  sich  zunächst: 

dij 

d'-^  =  <p'(U)-(^y;  folglich 

d.^ 

dx  dii 

-^  =  ^'(^).^;d.i.(s.oben) 

_   .      .  ,  ,    dx       ,    i    dy        1         ,   -3 

Beispiel.     x  =  y^-^  =  ^y^--^==^=^iy    ; 

d  '-^ 

''■'.'/         ,  -■'   ,  -^  ,   -' 
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Probe:  Aus  x^^i/  folg't  y  =  x'i,  'y^  =  {x   *; 
^  =  -A^"^  =  -A(2/T^=--Ä?/"'  (wie  oben). 

39. 

Maclaurin'scher  Lehrsatz. 

Die  im  Yorhergelienden  gezeigte  siiccessive  Difterentiation 
brachte  Maclaiiriii  auf  den  nahe  liegenden  Gedanken,  da- 
durch jede  Funktion,  F  (x),  welche  dazu  geeignet  ist,  in  eine 
g-esetzmässige  Reihe  zu  verwandeln.  Um  diese  leichte  An- 
wendung der  Ditferentialrechnung  zuerst  an  einem  besondern 
Beispiel  zu  zeigen,  möge  F  (rr)  =  sin  i« -f  ^^■)  ^^^  Funktion 
sein,  welche  in  eine  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  des 
veränderlichen  Bogens  x  fortschreitende  Reihe  verwandelt 
werden  soll.  Wehn  die  geforderte  Reihe  existiert,  so  kann 
man  sie,  sagte  Maclaurin,  von  der  fruchtbaren  Methode  der 
unbestimmten  Koeffizienten  profitierend,  erst  fingieren.  Man 
setze  also: 

( 1  j    F  {x)  =  sin  (a  -\-  hx)  =  A  +  B;»  +  Qx-  +  Dx'^  +  Ex--^  +  ••... 

Sucht  man  jetzt,  um  A,  B,  C  .  .  .  .  zu  bestimmen,  die  auf- 
einander folgenden  Difierentialquotienten,  so  hat  man  nach 
und  nach 

( 2 )  F'  {x)  ^  h .  cos  (a  +  hx)  =  B  +  2Gu;  +  3J)x-  +  4Ei6"^  + . . . . 

( 3 )  F"  (x)  =  —  ö-sin  («  +  hx)  =  2C  +  2  .  SBx  +  3 .  4E:z;-  -f . . . . 

(4 )  F'"(x)  =  —  h^cos{a  +  hx)  =  2 .  3D  +  2  .  3 .  4Ejc  + . . . . 

(5)  F^lx)=^h^sm  (a  +  M  =  2  .  3 .  4E  +  . . . . 

Setzen  wir  nun  in  sämtlichen  Gleichungen  (1),  (2)...., 
x  =  0,  so  müssen  beiderseits  gleiche  Resultate  kommen.  Die 
erste  Gleichung  bestimmt  dann  den  Koeffizienten  A,  die  zweite 
den  Koeffizienten  B  etc.  Es  ist  nämlich  für  x  ==  0  in  üblicher 
Bezeichnung*) 


*)  Wäre  z.  B.  r(.T)  =  x-  —  3x-f  1,  so  Ijedeiiteten  F(0),  r(l),  F(2).... 
(lie  Werte,  welche  diese  Funktion  x-  —  8a;'  -|-  1  für  £r  =  0,  1,  2  . . . .  hat,  so 
dass  also  lüer  F  (0)  =  1 :  F(l)  =  —  1 ;  F(2)  =  —  1 ;  F(3)  =  1 ;  F(4)  =  5  etc. 
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(i)  F  (0)  =sm«  =  A, 

(2)  FCO)  =&.cosrt  =  B, 

( 3 )  F"  (0 )  =  —  &■-  sin  a  =  2C.  woraus  C  =  —  ^^^j^  =  ^^, 

/  N  T^r»  r..  70  o   oTA  1^  b^cosa     F"'(0) 

(4)  F"'(0)  =  — &-^cosa  =  2.3D,  „     D  =  — ^^-3=^-^, 

(5)  F'^{0)=bHma  =  2.^.4:E,  „     e— ^''^^^^'        ^" '^^ 


1.2.3.4       1.2.3.4" 

Es  ist  mithin 

,   ,           .  ■     ,   7                   &-sina     .,      Jy'cosa     .,  , 
sm  (a  -\-  bx)  =  sm  a^b  cos  a .  x — ^ .  x-  —  - — ^^^  .x"  -\- .. 

Das  Gesetz  dieser  Reihe  tritt  klar  hervor. 

40. 

Lässt  sich  also  eine  Funktion  einer  veränderlichen  Grösse. 
F  {x\  in  eine  nach  Potenzen  von  ./;  fortschreitende  Reihe  ver- 
wandeln, so  muss  man  in  F(.')  und  allen  Derivierten  F'(.r), 
Y"  {x) ,  x=^0  setzen,  und  hat  dann  allgemein: 

Y{x)  =  ¥{0)  +  r{0).x^^^.x'  +  ^^.x'^.... 

und   dies    ist    nun.    in    üblicher   Bezeichnung,    der   erwähnte 
M  a  c  1  a  u  r  i  n  'sehe  Lehrsatz.* ) 

41. 

Aufgabe.  Die  Funktion  arc  (sin  =  j;)  in  eine  Reihe  zu 
Verwandtdll.  die  nach  Potenzen  vom  Sinus  des  Bogens  fort- 
schreitet. 

Auflösung,     Ks  sei,  wenn  eine  solche  Reihe   existiert, 
arc  sin  x  =  a  -\-bx-\-  ex-  -{-  dxr  -\-  ex*"  -\-  fx^  -\- ( 1 ) 

so  ist  §  27 :    ^    ^       =  Z;  +  2cx  +  3f?x-  +  \ex'  +  5 /"x-*  +  . . . .  ( 2 ) 
y  1  — X- 


*)  Nach  einer  Bemerkung  vuii  Moigiu»  hat  weder  Matlauriii  nucli 
iStirliiig-.  .sondern  Taylor  zuerst  die.se  Formel  aufgestellt.  Sie  wird  je- 
doch immer  nach  Maclaurin  benannt,  der  sie  pag.  GIO  seiner  ,,treatise 
of  fiuxiuns"  mitteilt. 
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Die  ferneren  Differentialquotienten  werden  hier  sehr  kom- 
pliziert.   Man  tliut  jetzt  besser,  die  Hilfe  der  Analysis  zu  be- 

1  _i 

nutzen  und  =  (1  — x-)  ■  nach  dem  binomischen  Lehr- 

^/\—x- 

satz  zu  entwickeln.     Thut  man  dies,  so  ist  (Analysis  §  71) 


yilZ^  '2        '2.4       '   2.4.6 

Setzt  man  jetzt  a;  =  0,  so  g-iebt  die  erste  Gleichung 
arc  sin  0  ^  «=  0.  Da  ferner  die  beiden  Eeihen  (2)  und  (3) 
für  jeden  Wert  von  x  einander  g-leich  sein  müssen,  so  hat  man 

1  13 

&=1;  2(?=0;  3fZ^— ;  4e=0;  5/"=—^  etc.,  mithin  ist 

,    1    a:=      1.3  a:''  ,   1.3.5  x', 
arcsinx  =  a.+  2-3+2;^-5+2^^-y  +  ... 

Diese  Eeihe  ist  konvergent  von  x  =  Q  bis  a:;  =  +  l.  Setzt 
man  arcsina?=M,  mithin  ic^sin«,  so  ist  in  üblicher  Schreibart 

1    sin  hl  ,   1.3  sin  hi  , 


sin  u  -\- 


2        3     ^2.4 


1  fi 

Nimmt  man  z.  B.  sinzt  =  — ,  so  ist  w  =  — ,  mithin 

2  X 

^J^       1       1,1.31, 


6        2    '    2    3.2=^   '   2.4  5.2-'   '   ■■■■ 

Auf  verschiedene  Ausdrücke  für  die  Zahl  ji  kommt  man 
in  der  höhern  Mathematik  sehr  häufig. 

42. 

Prämisse.  Hat  man  irgend  eine  Funktion  von  einer 
zweiteiligen  Grösse,  ¥{a-\-ß)^  sie  möge  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt sein  oder  nicht,  so  ist  es,  was  den  Differentialquotienten 
dieser  Funktion  anlangt,  ganz  einerlei,  ob  man  den  ersten 
Teil  a  oder  den  zweiten  Teil  ß  als  veränderliche  Grösse  be- 
trachtet. *) 


*)  Es  versteht  sich,  dass  in  F(a4-ß)  flie  Grössen  a  und  ß  nur  in 
der  ersten  Potenz  und  mit  gleichen  Koeffizienten  vorkommen.  Also  nicht 
etwa     (a--[-ßT  etc. 
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Um  die  Eiclitigkeit  dieses  an  sich   klaren  Satzes   noch 
an  ein  paar  speziellen  Beispielen  zu  zeigen,  sei 

1)  y  =  ia-{-ß)'  =  a'  +  4.ceß-\-6a'ß-'  +  -iaß'-\-ß' (O 

Betrachtet  man  nnn  a  als  veränderlich  und  ß  als  kon- 
stant, so  ist 

dij  =  4  («  +  ßf .  da  =  (4:(r  +  12a-ß  +  12aß-  +  4ß^)  da, 

(^)  ^^  =  -^  («  +  ßf  =  4  (ce  +  Scrß  H-  3«,/^  +  ß-^ 

Betrachten  wir  dagegen  «  als  konstant  und  ß  als  veränder- 
lich, so  folgt  aus  der  Gleichung  (1) 

dy  =  4  (« -i^ßf  dß^iAfc"  -f-  12crß  +  12«//^  +  4ß-^) .  dß, 

also  in  beiden  Fällen  die  Dilferentialquotienten  einander  gleich. 
AVäre  Analysis  (§80) 

2)  iJ  =  sm(a  +  ß)  =  (a  +  ß)-^-j±^^ 

so  ist,   einmal   in  Bezug  auf  a  und  einmal  in  Bezug  auf  ß 
differentiiert, 

|)^eos(„  +  ,)^l-M  + 

(|)^eos(„  +  ,,^X-<^  + 

3)  y/  =  e^^a  =  e^ .  e«  =  e-M  1  H-  «  +  ^  +  . . . .] 

|)=.(i+„+^+.. 

Ist  ganz  allgemein  y=^F{a-{- ß\  so  ist  notwendig 

'  fy®-^>+^^- 

*)  Durch  die  Klaimner   wird,    nach   Eni  er,    angedeutet,    dass    die 
Funktion,  nämlich  y,  in  Beziig  auf  a  differentiiert  worden. 
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43. 

Taylors  Lehrsatz. 

Ist  allgemein  F  (x)  irgend  eine  Funktion  von  x,  so  ist 
im  vorhergehenden  gezeigt  (indem  wir  alle  Arten  Funktionen 
einzeln  durchgenommen  haben),  dass,  wenn  man  der  veränder- 
lichen Grösse  x  ein  Wachstum,  a,  beilegt,  wir  dann  die  Funktion 
der  zweiteiligen  Grösse,  nämlich  F{x-{-a)  immer  in  eine 
Eeihe  entwickeln  können,  von  welcher  das  erste  Glied  die 
Funktion,  F  (x),  selbst  ist,  und  die  übrigen  nach  Potenzen  von 
a  fortschreiten,  so  dass  nämlich 

F(ä:  +  «)  =  F(a-)+^;«  +  M«-  +  Nfr  +  Q«-^  + (i) 

und  wo,  wie  wir  schon  wissen,  die  Koeffizienten  p,  M,  N 

Funktionen  von  x  sind.     Auch  ist  der  erste  von  ihnen  schon 
bekannt,  nämlich  2)^F'  {x).   Es  handelt  sich  jetzt  darum,  auch 

die  übrigen  Koeffizienten  M,   N, zu  bestimmen,  was  zur 

vollständigen  Kenntnis  der  Reihe  erforderlich  ist. 

Da  nun  diese  Eeihe  die  Entwickelung  einer  Funktion  von 
der  zweiteiligen  Grösse  x-\-a  sein  soll,  so  müssen  für  die- 
jenigen Werte  von  x  und  «,  für  welche  die  Reihe,  im  Fall 
transscendent,  konvergent  ist,  zufolge  §  42,  die  Differential- 
quotienten,  in  Bezug  auf  x  und  «  genommen,  einander  gleich 
sein.  Dies  führte  nun  Taylor  auf  den  nahe  liegenden  Ge- 
danken, die  nur  vorläufig  fingierten  unbestimmten  Koeffizienten 
2),  M,  N,  .  .  .  .  durch  einfache  Differentiation  zu  bestimmen. 
Differentiieren  wir  nämlich  die  Gleichung  (1),  indem  jwir  x 
als  veränderlich  und  «  als  konstant  betrachten,  so  haben  wir  *) 


vlxj '         \  dx  J  \        \  dx 
Differentiieren  wir  dagegen  die  Gleichung  (1),  indem  wir  jetzt 
umgekehrt  x  als  konstant  und  «  als  veränderlich  betrachten, 

so  haben  wir  (Aveil  F{x),  jj,  M,  N kein  a  enthalten,  also 

auch  ihre  Differentiale,  in  Bezug  auf  a,  =  0  sind) 

F^(x  +  «)=j9  +  2M.«  +  3N.«--f  4Q.^=^  + (3). 

Da  nun  [weil,   §  42,   F;(*'  + «)  =  Fa(.'v  + «)]    beide   Reihen 
(2)   und   (3)   für  jeden  Wert   von   «,   für   welchen   sie   kon- 


*)  Durch  F'.  wird  angedeutet,    dass  in  Bezug-  auf  er  differentiiert 
worden. 
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vergeut  siiicL  einander  gleich  sein  müssen,  so  hat  man  (Ana- 
lysis  §  64  a) 

2)  =  F'(x),  was  wir  schon  A\'isseu.     Ferner 
o^r      fdp\      d.F'(x)      „„  _,      F"(x) 

3N=f"V'4^  =  ^,  woraus  N-^'"^^^ 


f?jc  y       1 . 2 .  r?^;         1.2'  1.2.3' 

u.  s.  w. 
Es  ist  mithin  ganz  einfach  und  allgemein 

F(Ä+«)=F(icjH — r-^-«+T2  ■"  +t:23'""+ ^'^ 

oder,  indem  Avir  wieder  Ax  statt  «  setzen,  in  üblicher 
Schreibart 

F(x+A^)=F(x)+F'(x)A^+F"(a.)^+F'"(a:)^+FiV)i^+-(^) 

und  dies  ist  nun  die  merkwürdige  und  höchst  T\ichtige  Taylor'- 
sche  Eeihe,  von  jetzt  an  das  Fundament  der  ganzen  Differen- 
tialrechnung. 

Anmerkung.  Setzt  man  in  (4)  x  =  0  und  a^x,  so 
hat  man  wieder  die  Maclaurin'sche  Eeihe,  als  speziellen  Fall 
der  Taylor'schen. 

44. 

*   Folgender  Zusatz  zu  dieser  Ableitung  der  Taylor'schen 
Reihe  wurde  uns  gelegentlich  von  Gauss  mitgeteilt: 

Man  kann  die  Sache  noch  von  einer  andern  Seite  be- 
trachten.    Liegt  nämlich  eine  gesetzmässige  Reihe,  Avie: 

F  (x)  +  F'  W .  a  +  F"  (.X-)  .^  +  F'"  (x) .  -^-^  +  . . . . 

vor  uns,  so  müssen  Avir  auch  umgekehrt  ihre  Quelle  (Summe), 
d.  h.  die  Funktion,  aus  welcher  sie  entsprungen  ist,  und  die 
wir  jetzt  nicht  kennen  wollen,  wieder  herstellen  können. 

Man  setze  die  zu  findende  unbekannte  Funktion  =  U  und, 
in  der  Reihe  selbst.  //  —  a  statt  x,  was  erlaubt  ist,  so  ist 

i:=F(  ij-a )+« .  FY/y-« )+  ~'^ .  F"(  ,y-«)+  ^-|^.  F"'(y-a)-\-. . . 

I^etrachten  wir  in  dieser  Gleichung  «  als  eine  veränderliche, 
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von  y  unabhängige  Grösse  und  y  als  konstant,  und  suchen 
den  Diiferentialquotienten  in  Bezug  auf  a,  so  ist: 


da 


-Y'{y-a)-aV'{y-e:)-~.r"{y-a)-. 


Es  ist  also  (-y-j  =  0.    Dies  zeigt  uns,  dass  die  zu  findende 

Funktion  U  von  der  Grösse  a  ganz  unabhängig,  mithin  eine 
blosse  Funktion  von  y,  alsU  =  F(^)  ist.  Nun  ist  aber  y  —  a  =  x, 

mithin  y  =  x-\-a^  folglich  U  =  F  (a? -|- a). 

45. 

Bei  der  Anwendung  der  eben  entwickelten  Taj^or 'sehen 
Eeihe,  welche,  solange  man  in  der  Funktion  F  {x)  die  absolut 
veränderliche  Grösse,  wie  bisher  geschehen,  ganz  unbestimmt 
lässt,  immer  möglich  ist,  kann  der  Fall  eintreten,  dass  für  spe- 
zielle Werte  von  x,  die  aus  der  sonst  stetigen  Funktion  ¥  {x) 
folgenden  Differentialquotienten  unendlich  (unstetig)  werden. 
So  ist  z.  B.,  wenn 


F(it;)  =  Vic^  — a-,  also  Y'{x)=^ 


~s' 


Vxr  —  a^ 

F"(a;)  = etc.,  nach  Taylors  Theorem 

{x- — a-)"2 


A:»- 


■V{x^Axf-a^=\hß-a--\--      _ .  _..  , 

und  man  sieht,  dass  für  jeden  Wert  von  x'^a  nicht  nur 
die  ursprüngliche  Funktion  Vx-  —  a^,  sondern  auch  sämtliche 
Differentialquotienten  stetig  sind.  Für  den  speziellen  Wert  von 
x  =  a  aber  werden  sämtliche  Differentialquotienten  unendlich. 
Woher  rührt  diese  Unterbrechung  der  Stetigkeit  in  den  Diffe- 
rentialquotienten ? 

Um  den  Grund  einzusehen,  warum  dieser  Ausnahmefall 
hier  gerade  für  x=^a  eintritt,  beachte  man,  dass  die  Funktion 
V(x-\-  Ax)'  —  a-,  wenn  wir  darin  x  den  Wert  a  beilegen 
(indem  es  einerlei  sein  muss,  ob  man  dies  vor  oder  nach 
der   Entwickelung    derselben   in   eine   Reihe    thut),    sich    in 
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V(«  +  Axf  —  a-  =  (2a A^c  +  Aa?")"^  verwandelt.  Dieser  letz- 
tere Ausdruck  lässt  sich  nun  aber  nicht  in  der  geforderten, 
nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  l\x  fortschreitenden 
Form  entwickeln,  indem  offenbar 

/o    A     I  A    -\^     ,o    A    ^*^  I  AajU   .^  A^    \(.  ,   1  Aa?     1  /\X'  ,  ' 
(2flA5C+Ax-)  =(2«Aa7)  (^1-f  2^j=(2a)  Aa;  l^^+ 2*  2^  ~"  S'^^"^' 

1 


y2aAic+  Aic-  ^  (2rt)"  •  Ax'  -\ /\x \-  .... 

2{2aY 

Diese  Reihe  enthält  also  gebrochene  Exponenten,  einen 
Verstoss  gegen  die  Form. 

46. 

Wir  bemerken  hier  ein  für  allemal:  1.  Die  Differential- 
rechnung beschäftigt  sich  nur  mit  stetigen  Funktionen,  und 
namentlich  bei  Anwendung  der  Taylor'schen  Reihe,  nämlich 

F(x^Ax)=F(x)^r(x).Ax-^F"(x).^-^F"'{x)  ^^'  ' 


1.2  '  '  '1.2.3  '  ■■■■ 
oder,  indem  man,  des  einfachem  Schreibens  halber,  h  statt 
Ax  setzt, 

F{x  +  h)  =  F  (,r)  +  F'  (x)  .  h  +  |F"  {x)  .  h'  +  ^F'"  (a;) .  Ji^  +  . . . 
muss  diese  Reihe  auf  solche  Werte  von  x  beschränkt  werden, 
für  welche  nicht  allein  F{x),  sondern  auch  sämtliche  Deri- 

vierten  F' (x),  F"  {x) stetig  sind,  und  alsdann  findet  die 

Reihe,  wie  wir  gesehen,  immer  statt. 

2.  Tritt  eine  Ausnahme  ein,  was  nur  für  ganz  spe- 
zielle Werte  von  x  der  Fall  sein  kann,  so  kann  auch  die 
Differentialrechnung,  wenigstens  unmittelbar,  keine  Dienste 
leisten,  und  die  Taylor'sche  Reihe  durch  die  Unstetigkeit 
der  Differentialquotienten  nur  darauf  aufmerksam  nmchen, 
dass  man  einen  solchen  besonderen  Fall  auch  besonders  zu 
diskutieren  hat. 

3.  Wird  in  der  Taylor'schen  Reihe  für  einen  speziellen 
Wert  von  x,  von  irgend  einem  Gliede  an,  ein  Differential- 
quotient unendlich,  so  werden  es  auch  alle  folgenden.  Denn 
bezeichnet  Q  eine  Funktion  von  x,   welche   für  x  =  a  Null 

wird  und  F^"^  (x)  =  j^  irgend  einen  n*«"  Differentialquotienten, 
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welcher  für  x  -=^ «,  also  Q  =  0,  iinendlicli  wird,  so  niuss  auch 

der  folgende Differentialquotient,  nämlich  F^""^^\;r)=^^ — ^ — — 

=  oo  werden,  weil  offenbar  für  denselben  Wert  von  x.,  für 
welchen  der  Nenner  Q  =  0  wird ,  auch  alle  höhern  Potenzen 
von  Q  =  0  werden. 

4.  Sind  alle  Derivierten  von  Y  {x)  stetig,  so  kann  man 
/\x.  immer  so  klein  annehmen,  dass  die  Taylor'sche  Reihe, 
wenn  auch  transscendent,  doch  notwendig  konvergent  sein 
muss.  Denn  sei  a  der  grösste  Koeffizient  in  der  Reihe,  so 
wird,  wenn  man  auch  allen  Gliedern  diesen  Koeffizient  bei- 
legt, die  neue  Reihe 

aAx^aAx-'^....^aAx     =a.— -  =  - — - 

Ax — 1       1 — Ax      1 — Ax 

schon  für  jeden  AVert  von  A^<C1  konvergent,  um  so  mehr 
also  die  Taylor'sche  Reihe  (Analysis  §  61). 

5.  Man  kann  in  der  Taylor 'sehen  Reihe  das  Inkrement 
Ax  immer  so  klein  annehmen,  dass  jedes  Glied,  welches  nicht 
Null  ist,  immer  grösser  wird,  als  die  Summe  aller  folgenden. 
Ist  z.  B.  bei  stetigen  Differentialquotienten  der  1*%  F' (x), 
nicht  =0,  so  braucht  man  Ax  nur  so  klein  zu  nehmen,  dass 

F'  (x)  Ax>  F"  (x)  ^  +  F'"  (x) .  ^^^  + . . . .  oder 

F(.)>A.(^  +  qM^  +  ....) 

was  offenbar  immer  möglich  ist.  Wem  dies  nicht  unmittelbar 
einleuchtet,  der  lege  jedem  Koeffizient  der  eingeklammerten 
Reihe  den  AVert  des  grössten  (a)  darin  bei.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung kann  man  Aaj  so  klein  nehmen,  dass  selbst  noch 

A*' . « (1  +  A*'  +  Ax^  +  ....)<  F'  (x), 

Ax.a.\~^f'<F'{x), 
1  —  Ax 

Ax  Ax''+'^      F'{x) 


1  —  Ax      1— A-c  et 

und  oh  n  endlich  oder  unendlich,  selbst  noch 

Ax     ^F'(a7)_ 


1  —  Ax  a 

F'  (x) 
man  braucht  also  nur  Ax<' — — j./,  ^  zu  nehmen. 

^  a  -\-  F'  (x) 
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47. 

Hat  man  also  irgend  eine  Funktion  einer  absolut  ver- 
änderlichen Grösse,  y  =  F{x),  und  wächst  x  um  das  Inkre- 
ment  Aoc,  so  stellt  für  jedes  x,  für  welche  sämtliche  Diflfe- 
rentialquotienten  stetig  sind,  die  Taylor 'sehe  Reihe 

y+Ay  =  F{x)^F'(x).Ax-\-F"(x).~^-i-.... 

den  neuen  Zustand  der  Funktion,  sowie  das  sehr  merkwürdige 
Gesetz,  nach  welchem  er  aus  dem  alten  hervorgeht,  in  klarer 
Übersicht  vollständig  dar. 

Achten  wir  hier  auf  die  Bedeutung  der  successiven  Diffe- 
rentialquotienten und  ihre  respektiven  Mitwirkungen,  den  neuen 
Zustand  der  Funktion  aus  dem  alten  zu  erzeugen,  so  ist  zunächst 
klar,  dass,  wenn  der  l***  Differentialquotient  positiv  ist,  die 
Funktion  das  Bestreben  hat,  zu  wachsen ;  und  umgekehrt,  wenn 
er  negativ  ist  (§  46,  5). 

Man  kann  deshalb,  wenn  man  will,  den  1*''''  Differential- 
quotienten F' (x)  nicht  unpassend  das  Bestreben  der  Funk- 
tion nennen,  zu  wachsen  oder  abzunehmen,  je  nachdem  er 
positiv  oder  negativ  ist.*)  Weil  nun  aber  F' (x)  -wiederum 
eine  Funktion  von  x  ist,  so  ist  dieses  Bestreben  nicht  kon- 
stant, sondern  mit  x  veränderlich.**) 

Ist  für  einen  speziellen  Wert  von  x  dieser  1*«  Difie- 
rentialquotient,  F'{x),  =0,  so  ist  auch  das  Bestreben  zu 
wachsen  =  0  und  die  Funktion  für  diesen  Wert  von  x  gleich- 
sam stationär. 

Da  nun,  ausser  dem  Koeffizienten  F'  (x)  auch  die  folgenden 
F"  (x),  F'"  (x)  etc.  auf  das  Wachstum  der  Funktion  influieren, 
so  könnte  man  wieder  den  2*^"  Differentialquotienten  das  Be- 
streben vom  Bestreben  nennen  etc. 

Der  1*«  Teil  dieses  Satzes  lässt  sich  geometrisch  ver- 
sinnlichen.    Wir  können  nämlich   der  g-rösseren  Anschauung 


*)  Es  i.st  auch  hiernach  einleuchtend,  dass  die  Differentiale  aller 
Funktionen,  wie  z.  B.  cos  x,  cot  x,  arccosx  etc.,  welclie  mit  wachsen- 
dem X  abnelimen,  notwendig  negativ  sein  müssen. 

**)  Nur  in  dem  einzigen  Falle,  wenn  F  (x)  =  ax-\-b,  also  F'  (x)  =  a, 
ist  dieses  Bestreben  konstant  und  das  Wachstum  der  Funktion  (=  a  .  A^) 
dem  Inkremente  A^"  einfach  proportional. 

Lübsen,  Infinitesimal -Bechnung.    7.  Aufl.  A 
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halber  den  Verlauf  der  Funktion  y  =  F{x),  eben  weil  sie 
stetig  fliesst,  immer  konstruiert  und  bildlich  durch  eine 
krumme  Linie  dargestellt  denken. 

Sei  deshalb  AP  =  ic,  MP  =  i/, 

PQ=Aic,  NQ  =  ^+ A?/. 
In  der  Taylor'schen  Eeihe 

^+A2/  =  F(a^')  +  F'(^).A:r  +  F"(x).f^  +  .... 

-L  •  ^ 

ist  nun,  wie  in  der  Einleitung  (§  11)  gezeigt,  der  1*®  Differen- 
tialquotient F'  {x)  die  trigonom.  Tangente  des  Berührungswin- 
kels T.  Ist  also  dieser  1*^  Differentialquotient  F'(a;)(=tgT) 
positiv,  so  ist  offenbar  der  Winkel  t  spitz  und  die  Ordinate  MP 
wachsend.     Umgekehrt  ist  es  im  Punkte  V. 

48. 

*   Die  in  der  Taylor'schen  Reihe 

y-hAy  =  F{x)  +  F'ix).Ax  +  F"{x).f^Jr..-- 

auf  F(x)  folgenden  Glieder,  welche  das  Wachstum,  NR=  Ay, 
der  Funktion  von  x  bis  x-\-Ax  darstellen,  nämlich: 

Ay  =  F'{x)Aoc  +  F"{x).f^  +  .... 

lassen  sich  folgendermassen  in  ein  Glied  zusammenziehen 
(gleichsam  summieren). 

Zwischen  den  beiden  Punkten  M  und  N  muss  es  offenbar 
einen  so  gelegenen  Punkt,  m,  geben,  dass  die  durch  ihn  ge- 
dachte Berührungslinie  tt'  mit  der  Sehne  MN  parallel  läuft 
und  folglich  mit  der  Abscissenachse  einen  Winkel  bildet,  dessen 

trigon.  Tangente  =^rn^  =  — -  ist.     Die  Abscisse  Ae  dieses 

*=  ^  MR       Ax 

Punktes  m  lässt  sich  andeuten,  indem  wir  zu  AP  =  ä;  noch 
ein  Stück  von  PQ  =  Ax  hinzulegen.  Bezeichnen  wir  dieses 
Stück  Pe  mit  d.A^,  wo  O  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist 
die  Abscisse  des  in  Rede  stehenden,  zwischen  M  und  N  lie- 
genden Punktes  m,  nämlich:  Ae=^x-\-OAx  und  die  Ordinate 
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me  =  Y{x-\-  ßAx)  und  mithin  die  trigonometrische  Tangente 
des  Winkels  NMR  auch  =  F'  (aj  +  0 .  Aoc).     Daher  gewiss 

j^  =  Y'(x  +  eAx\  folglich  auch 

Ay=  Ax.  F'  {x  +  6> A.'k)7  mithin 

A^' .  F'  (x  +  ßAx)  =  F'(rr) .  Ax  +  F"{aS) .  ^  +  . . . . 

Es  existiert  also  immer  ein,  wenn  auch  nicht  näher  an- 
gebbarer echter  Bruch,  ß,  so  dass  (jetzt  von  der  Hilfsflgur 
abstrahiert)  allgemein 

F  (sc  +  Ax)  =  F{x)-\-Ax.  F'  {x  +  OAx). 


Drittes  Buch. 


Tangenten  an  Orthogonal-  und  Polarkurven. 


1.    Orthogonal -Gleichungen. 
49. 

Das  schon  in  der  Einleitung-  besprochene  und  ehemals 
sehr  berühmte  Problem  der  Tang-entenziehung-,  welches  wir 
jetzt  wieder  aufnehmen  wollen,  lässt  sich  nun  durch  Hilfe 
der  Differential -Rechnung  leicht  vollständig  lösen. 

Sei  nämlich  ganz  allgemein 

y  =  F{x) 

die  gesonderte*)  Funktion  einer  krummen  Linie,  der  Bogen  HG 
(siehe  die  Figur  auf  folgender  Seite)  ein  Stück  derselben  und 
M{x,  y)  der  gegebene  Berührungspunkt. 

Wir  lassen  nun  (vergl.  §§  7,  8)  die  Abscisse  AP  =  a?  um 
das  Stück  PQ  =  MR=A^  wachsen,  dann  ändert  sich  auch 
die  Ordinate  MP  =  i/  um  das  Stück  NR=  /\y  und  wir  haben 
dann  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  für  diesen  neuen  Zu- 
stand der  Ordinate 

y  +  A?/  =  F  Or)  +  F'  (,t)  A^  +  Mo  Aa?-  + . . . . 

dy 
oder  2/  +  A?/  =  2/  +  ^  Aa:-  +  ^l^Ax"  +  . . . . 

mithin  für  das  Wachstum  der  Ordinate 

A?/  =  ^.A.T  +  M,.y~  +  .... 


*)  Die  uicht  gesonderten  (verwickelten  oder  inipliciten)  Funktionen 
werden  wir  später  besonders  betrachten. 


53 


Denken  wir  uns  nun  durch  die  Punkte  M.  N  eine  Sekante, 
SS',  gezogen,  so  ist  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels, 
den  sie  mit  der  Abscissenachse  macht,  durch 


X 


Ax- 
1T2 


+  • 


tgT  = 


gegeben. 

Dreht  sich  die  Sekante  SS'  um 
den  Punkt  M,  bis  der  Punkt  N  mit 
M  zusammenfallt,  so  kommt  sie  in 
die  Lage  der  Berührungslinie  TT', 
lind  aus  vorstehender  Gleichung  fallen 
(weil  Ax  bei  dieser  Drehung  der 
Sekante  bis  zn  Null  konvergiert)  alle 

Glieder  rechter  Hand,  bis  auf  das  erste  -y-^F' (x),  weg.*) 

Die  trigonometrische  Tangente  des  Berührungswinkels  r  ist 
also  nach  den  §  8  aufgestellten  Gründen  gleich  dem  ersten 
Differentialquotienten.     In  Zeichen: 

du  **)  dx 

^-     ^  cotr  =  ^. 

dy 

*)  Aus  diesem  Gniude,  weil  hier  uänüich  uur  die  Grenze  ~  gesucht 

wird,  welche  der  Quotient  -~  en-eicht,  indem  A^  imd  also  gleichzeitig 

A-^ 
auch  Ay  ^is  zu  Null  abnehmen,  und  deshalb  alle  mit  Ax  multiplizierten 
Glieder  rechter  Hand  wegfallen,  kommt  auch  die  Konvergenz  der  Reihe 
und  überhaupt  der  Taj'lor'sche  Lehrsatz  hier  gar  nicht  in  Betracht.  Das 
Problem  der  Taugeuten  verlangt  nur  die  Kenntnis  des  ersten  Diflferential- 
quotienten.  Und  dieser,  er  möge  für  einen  bestimmten  Wert  von  x  end- 
lich oder  unendlich  sein,  giebt. immer  richtig  die  trigonometrische  Tau- 
gente des  Berührungswinkels  r  an.  Ist  dieser  erste  Differentialquotient 
unendlich,  so  ist  T  =  90",  die  Tangente  stets  senkrecht  auf  der  Abscissen- 
achse; ist  er  =0,  so  ist  auch  t  =  0;  die  Tangente  geht  parallel  mit  der 
Abscissenachse  etc.  Die  Bemerkung  1,  §  46  ist  nur  bei  Anwendung  des 
Taylor'schen  Lehrsatzes  zu  beachten. 

**)  Will  man  die  durch  den  gegebenen  Punkt  M  (x,  y)  gehende  Be- 
rühruugslinie  durch  ihre  Gleichung  ausdrücken,   so  seien  a.   ß  die  Koor- 
dinaten eines  beliebigen  Punktes  derselben,  dann  ist  (Höhere  Geometrie  §  44) 
ß  — !/  =  («  — -^Otgr,  oder 
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Aus  den  reclitwinklig-eii  Dreiecken  MPT  und  MPN',  in 
welclieni  letztern  der  Winkel  N'MP  offenbar  =  t  ist,  erhält  man 
nun  leicht  die  Subtangente  (S?  =  TP),  Subnormale  (S„  =  PN'), 
Tangente  (T  =  TM)  und  Normale  (N  =  MN').    Es  ist  nämlich 

S  S       dx 

(Höhere  Geometrie  §  44,  6)  —  =  cotr,  oder  —  =  — ,  woraus 


S,=,.|.  Dann  T"^ ^ ,->  +  ./ (|);  woraus  T  =  ,y  l-h(|)-^ 

Ferner  S„  =  y\gT  =  y.-£  und  dann  N  =  ?/y  1  +  (^-£j  .   Oder 
vorkommenden  Gebrauchs  halber  zusammengestellt: 


50. 

Aufgabe  1.     Eine  Berührungslinie   an   die   Parabel   zu 
ziehen,  deren  Gleichung: 

y  =  ^^^. 

Auflösung.     Man  hat  hier  zuerst 

äy er  ^  dx 2x- 

dy 
Für  ic==0  ist  v^^3o.   Die  Berührung-slinie  am  Scheitel 

dx 

der  Parabel  steht  also  senkrecht  auf  der  Achse.     Ferner  ist 

nach  den  obigen  vier  Formeln,  wenn  man  darin  für  -p ,  ( -v^j 

etc.  ihre  auf  die  Parabel  bezüglichen  Werte  substituiert, 

^  dx  2x'         / —  2Va; 

'      -^  dy      -^    «•'  V« 

o  f/V  «■        ,/ —    Va 
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^=yV'+ (1)'^ = ''^'  •  Vi + ö  -  ^^^+^'- 

Aufgabe  2.     Eine  Tangente  an  die  Exponentiallinie  zu 
ziehen,  deren  Gleichung 

ij  =  e\ 

Auflösung.     Man  hat  hier  zuerst 

dy  dx       1        1 

dx  dy       ^        y' 

Für  a:;  =  0  ist  v^  =  1 ,  die  Tangente  schneidet  die  Ab- 
dx 

scissenachse  unter  einem  Winkel  r  =  45'^.     Ferner  ist 

ot  =  y-i-  =  y .  —  =^=1, 
Uy     -^    y 

r,  äy  „        o 

S.=  2/^  =  2/-2/  =  2/-  =  e'% 


Die  Subtangente  ist  also  für  alle  Punkte  dieselbe,  gleich 
der  Lineareinheit,  welche  bei  der  Konstruktion  der  Exponential- 
linie zu  Grunde  gelegt  wird. 


51. 

Die   beiden   Zeichen   oder   Differentiale   dx,   dy,   welche 

bisher  immer  nur  verbunden,  als  ein   einziges  Zeichen,  ~, 

zur  Bezeichnung  des  P^"-  Differentiahiuotienten  in  den  ent- 
wickelten allgemeinen  Formeln  vorkommen,  werden,  des  be- 
quemeren Schreibens  halber,  manclimal  von  einander  geschieden 
und  in  der  Rechnung:  mit  andern  Grössen  verflochten.     Dies 
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ist  offenbar  deshalb  erlaubt,  weil  die  Differentiale,  wenn  aucli 
unbestimmt  gelassene,  dennoch  wirkliche,  in  bestimmtem  Ver- 
hältnis zu  einander  stehende  Grössen  sind.  (§  12,  Anm.)  Es  ist 
aber  einleuchtend,  dass  eine  solche  Scheidung  nur  eine  schein- 
bare sein  kann,  und  dass,  wenn  durch  arithmetische  Operationen 
das  eine  der  beiden  getrennten  Zeichen  dx,  äy  eliminiert  wird, 
das  andere  allein  in  den  Formeln  keinen  Sinn  mehr  haben 
würde  und  sich  also  von  selbst  mit  eliminieren  muss. 

Wir  nehmen  zur  Erläuterung  die  allgemeine  Formel  für 
die  Normale  an  einer  krummen  Linie,  nämlich  (§  49) 


^-yV^^'- 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  erstlich  auch  so  schreiben: 


N  =  i/"l/l  +  ^j  oder  auch  so: 

Ist  nun  z.  B.  y  =  Vax  die  Gleichung  einer  krummen  Linie, 
also  äij  =  |T/  — .  cte,  und  substituieren  wir  in  vorstehender  For- 
mel, um  daraus  dy  zu  eliminieren,  seinen  Wert  4^1/  — .  dx^  so 
erhält  man 


yf?«'+^^^' 


a 


dx  dx 


Ebenso  folgt  aus  tgT  =  ~,  dass  (Trigonometrie  §  100) 

d^ 

dx  dy 


sm  r  = 


iMf  ''^^''^'- 
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Man  sieht  also,  dass  man  mit  den  Difterentialen  dx^  dy, 
als  Stellvertreter  von  Grössen,  auch  arithmetische  Operationen 
vornehmen  kann.  Dieselbe  Bemerkuno;  g-iit  von  den  höheren 
Dilferentialquotienten. 


^o     &' 


52. 

:*:  Wir  haben  im  vorhergehenden  gesehen,  dass,  wenn  man 
in  einer  Funktion,  y  =  F  {x),  der  absolut  veränderlichen  Grösse 
ein  Inkrement,  A^,  beilegt,  das  Wachstum  der  Funktion  sich 
durch  eine  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  Ax  tort- 
schreitenden  Eeihe  entwickeln  lässt,  nämlich: 

Ay  =  F'  (x) .  Ax  +  M  Aic-  +  N  Aa?-^  + . . . . 
Der  hieraus  folgende  Dilferenzenquotient 

^  =.  F'  (^)  +  M  Aic  +  N  A^--  +  . . . . 
Ax  ^  ^   1 

hängt  von  x  und  Ax  ab,  nähert  sich  aber,  wenn  wir  Ax 
(also  auch  A^)  bis  zu  0  abnehmen  lassen,  einer  bestimmten, 

nur  noch  von  x  allein  abhängigen  Grenze,  —  =  F'(x). 

Für  diesen,  aus  der  ursprünglichen  Funktion  abgeleiteten 

Grenzwert,  den  sogenamiten  Dilferentialquotienten,  haben  wir 

als  Stellvertreter  ausser  dem  Zeichen  F'  (r)  auch  das  Zeichen 

dtf 

^  in  die  allgemeinen  Formeln  eingeführt. 

dx  °  ® 

Diese  Methode,  den  Dilferentialquotienten  zu  bestimmen, 

Av 
nach  welcher  nämlich  das  Inkrement  Aa;  in  der  Reihe  für— ^ 

Ax 

bis  zu  0  abnehmen  muss  und  mithin  die  Diiferentiale  dx,  dy 
wirkliche  Nullen  sind,  nennt  man  die  Grenzmethode.  Sie 
ist  vollkommen  streng  und  sicher  und  weil  sie  am  populärsten 
ist,  auch  für  den  ersten  Anfänger  wohl  am  passendsten.  Es 
giebt  nun  aber  noch  eine  andere,  nach  ihrem  Erfinder  be- 
nannte Leibniz'sche  oder  Infinitesimal- Methode,  nach 
welcher  die  Diiferentiale  dx,  dy  unendlich  kleine  Grössen 
bedeuten,  und  welche,  namentlich  in  den  zahlreichen  Anwen- 
dungen der  Infinitesimalrechnung  auf  Naturwissenschaften, 
weit  fruchtbarer,  kürzer  und  auch  viel  natürlicher  ist,  als 
die  schwerfälligere  Grenzmethode,  indem  erstere  die  Mittel  zu 
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den  zu  eiiangenden  Resultaten  g-leiclisam  voraussehen  lässt, 
weshalb  sie  auch  von  allen  grossen  Mathematikern,  welche 
wirklich  etwas  geleistet  haben,  stets  ang'ewandt  worden.  Wir 
wollen  versuchen,  auch  von  dieser,  freilich  sehr  subtilen  In- 
finitesimalmethode eine  Vorstellung  zu  geben,  jedoch  alle  Sätze, 
die  sich  auf  dieselbe  beziehen,  durchgehends  mit  einem  Stern- 
chen bezeichnen,  damit  der  Anfänger  sie  nötigenfalls  auch  alle 
unbedenklich  überschlagen  und  sich  an  die  Grenzmethode  halten 
kann,  welche  hier  in  den  Anwendungen  der  Differential-Rech- 
nung, der  Sicherheit  halber,  immer  voraufgehen  soll. 

53. 

*  Die  Vorstellung  einer  unendlich  kleinen  Grösse  entspringt 
notwendig  aus  dem  Begriffe  der  Stetigkeit,  den  ein  jeder 
Mensch  hat. 

Zufolge  unseres  Vorstellungsvermögens  können  wir  eine 
veränderliche  (fliessende)  Grösse,  z.  B.  die  Abscisse  AP  =  a?, 
auf  zweierlei  Weise  um  ein  Stück,  PQ=  Ax,  wachsen  lassen, 
nämlich  durch  unstetige  und  auch  durch  stetige  Zunahme. 

Ich  kann  dem  AP  das  Stück  PQ  auf  einmal  [hinzufügen 
oder  auch  den  hundertsten  Teil  hundertmal,  den  millionsten 
Teil  millionenmal  etc.  In  wie  viele  bestimmte,  also  auch 
durch  Zahlen  angebbare  Teile  man  aber  auch  PQ  teilen  und 
dann  die  sämtlichen  Teile  einzeln  dem  AP  hinzufügen  möge, 
so  wird  auf  diese  Weise  die  Grösse  AP  doch  immer  unstetig 
(sprungweise)  wachsen. 

Lassen  wir  jetzt  aber  AP,  von  P  bis  Q,  stetig  wachsen, 
indem  wir  uns,  der  leichteren  Auffassung  halber,  vorstellen: 
ein  Punkt  beschreibe  die  Linie  PQ,  so  kann  offenbar  kein 
zwischen  P  und  Q  liegender  Zustand  übersprungen  Averden, 
indem  der  beschreibende  Punkt  durch  alle  möglichen,  des- 
halb aber  auch  unzählbaren  Zustände  geht. 

Fragen  wir  nun:  was  ist,  bei  diesem  stetigen  Wachsen 
von  P  bis  Q,  die  stetige  (successive,  allmähliche,  augenblick- 
liche) Zunahme  der  fliessenden  Grösse  AP,  so  können  wir 
erstens  doch  gewiss  nicht  sagen,  dass  sie  Nichts,  =0,  ist; 
denn  durch  Hinzufügung  von  lauter  absoluten  Nullen  (Nichtsen) 
kann  die  Grösse  AP  nicht  wachsen;  zweitens  können  wir  auch 
nicht   sagen,    dass   bei   diesem  stetigen  Wachsen  die  succes- 
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siven  (momentanen)  Zunahmen  der  fliessenden  Grösse  AP, 
Etwas,  durch  eine  bestimmte,  Avenn  auch  noch  so  kleine 
Zahl  Angebbares  seien,  weil  ja  in  diesem  Falle  die  Grösse  AP 
nicht  stetig-,  sondern  sprungweise  wüchse.  Die  Zustände, 
in  welche  der  beschreibende  Punkt  kommt,  sind  unzählbar 
und  deslialb  kann  die  fragliche  stetige  Zunahme  nicht  an- 
gegeben werden. 

54. 

*  Es  ist  also  das  Gesetz  der  Stetigkeit,  welches  uns  zu 
der  Vorstellung  drängt:  Dass  die  successiven  Zunahmen  einer 
stetig  wachsenden  Grösse  zwar  keine  absoluten  Nullen,  jedoch 
auch  keine  angebbaren  Grössen,  sondern  der  Stetigkeit  halber 
wahrhaft  einfach,  d.  h.  unteilbar  sind. 

Dieses  übersinnliche,  in  unserm  Geist  haftende,  aber  nicht 
angebbare  Etwas  nennt  Leibniz  eine  Infinitesimal-  oder  un- 
endlich kleine  Grösse.  Eine  solche  ist  also  nur  ein  Ge- 
dankending, oder  Abstraktion  von  aller  angebbaren  Grösse. 
Das  Wort  „Grösse"  ist  identisch  mit  der  Vorstellung 
eines  Quantums,  dessen  Verhältnis  zu  einer  beliebigen  end- 
lichen Einheit  sich  durch  eine,  wenn  auch  noch  so  grosse, 
jedoch  bestimmte  Zahl  muss  angeben  lassen.  Da  nun  dies 
aber  in  betreif  des  unendlich  Kleinen  nicht  möglich  ist, 
so  finden  manche  das  Wort  „Grösse"  anstössig,  nicht  beach- 
tend, dass  das  davorstehende  Wort,  unendlich  klein,  diese 
Anstössigkeit  aufheben  soll.  Man  hätte  das  unendlich  Kleine 
auch  eine  virtuelle  Grösse  nennen  können,  so  wie  man  in 
der  Mechanik  von  virtueller  Geschwindigkeit  spricht,  um  da- 
mit anzudeuten,  dass  keine  aktuelle  (wirkliche)  Geschwindig- 
keit stattfindet. 

55. 

•^:  Auf  die  Vorstellung  einer  Infinitesimalgrösse  kommt  man 
auch  durch  die  Vorstellung]  einer  ins  Unendliche  gehenden 
Teilung  einer  endlichen  Grösse.  Hierin  geht  also  die  Mathe- 
matik noch  weiter,  als  die  Chemie,  die  materielle  Atome 
annimmt. 

In  der  Algebra  §  329  haben  wir  an  einem  prägnanten 
Beispiele  gezeigt,  dass  jede  endliche  Grösse,  z.  B.  die  Lebens- 
dauer eines  Menschen,  durch  fortgesetztes  Halbieren  zwar  in 
eine  unendliche,  nicht  angebbare  Anzahl  Teile  geteilt  werden 
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kann,  jedoch  die  Teilung-  ein  Ende  nehmen  muss  und  dass 
der  letzte  Teil,  obwohl  von  der  absoluten  Null  verschieden, 
doch  auch  nicht  mehr  angebbar,  sondern  eine  Infinitesimal- 
grösse,  ein  Hauch,  ein  Augenblick  ist.  „The  infinitesimal  is 
the  ghost  of  the  departed  quantity." 

Dass  die  Arbeit  dieser  unzähligen  Teilungen,  die  selbst- 
verständlich nicht  wirklich,  sondern,  worauf  es  nur  ankommt, 
in  Gedanken  auszuführen  und  dann  keine  endlose  ist,  ergiebt 
sich  auch  folgendermassen:*)  Jede  so  zu  teilende  endliche 
Zeit  kann  man  sich  unter  dem  Bilde  einer  Linie,  PQ,  vor- 
stellen und  diese  durch  einen  sich  bewegenden  Punkt  stetig 
beschrieben  denken,  womit  dann,  nämlich  durch  die  mit  zu 
Hilfe  genommene  Vorstellung  der  Bewegung,  die  sonst  endlose 
Arbeit  sogleich  vollzogen  ist.  Der  Punkt  halbiert  die  Linie  PQ, 
wenn  er  in  der  Mitte  ist,  und  hat  zugleich  auch  alle  vorher- 
gehenden Viertel,  Achtel  etc.  halbiert.  Dasselbe  gilt  offenbar 
von  der  folgenden  Hälfte. 

Wollte  man  nun  behaupten,  dass  der  letzte  der  auf  ein- 
ander folgenden  unzählbaren  einfachen  Teile  noch  teilbar  sei, 
so  wäre  entweder  die  Arbeit  (der  Lauf  des  beschreibenden 
Punktes)  noch  nicht  vollendet,  oder  der  Punkt  nicht  stetig, 
sondern  durch  einen  Sprung  nach  Q  gekommen;  und  wollte 
man  behaupten,  dass  der  letzte  einfache  Teil  absolut  Null 
sei,  so  fiele  man  in  die  grosse  Schwierigkeit,  den  vorletzten 
einfachen  Teil  in  zwei  Nullen  geteilt,  ja  das  Ganze  durch 
fortgesetztes  Teilen  rein  vernichtet  zu  haben  und  dann  rück- 


*)  Leibniz  wandte  dieses  ins  Unendliche  fortgesetzte  Teilen  einer 
endlichen  Grösse  auch  aiif  die  Materie  an,  um  dadurch  zu  den  wahren 
Bestandteilen  derselben  zu  gelangen,  und  Herbart  sagt  darüber  mit 
Recht:  „Noch  ehe  man  durch  den  vorliegenden  Klumpen  den  ersten  be- 
stimmten Schnitt  hindurchgeführt,  liegt  die  unendliche  Möglichkeit  am 
Tage,  dass  man  diesen  nämlichen  Schnitt  auf  unendlich  vielfache  Weise 
anders  hindurchführen  könnte.  Hiennit  ist  wirklich  die  ganze  unend- 
liche Teilung  auf  einmal  vollzogen;  und  man  hat  die  letzten  Teile  er- 
reicht, nämlich  in  Gedanken,  worauf  es  allein  ankam.  Diese  letzten  Teile 
können  keine  Materie  sein"  (weil  man  sonst  stets  wieder  von  neuem  diese 
unzähligen  Teilungen  unzählig  oft  wiederliolen  müsste;  was  ungereimt 
ist).  „Daraus  sollte  man  nun  sogleich  schliessen,  wie  schon  Leibniz 
sclüoss:  Es  ist  falsch,  dass  die  Materie  zuletzt  wieder  aus  Materie  bestehe; 
ihre  wahren  Bestandteile  sind  einfach  (einfache  Wesen,  Substanzen,  Mo- 
naden).    Und  so  ist  es  der  Wahrheit  gemäss."     (Herbarts  Metaphysik.) 
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wärts  das  Ganze  aus  lauter  Nullen  (Niclitsen)  wieder  herstellen 
zu  müssen,  was  wir  nicht  können.  Eine  totale  Vernichtung 
einer  Grösse  durch  fortgesetztes  Teilen  ist  ebenso  absurd,  als 
umgekehrt  irgend  eine  Schöpfung  aus  Nichts.  Deshalb  ist  es 
gewiss  leichter,  die  hier  fraglichen  Teile  als  absolut  einfach, 
unteilbar  zu  denken.  Wir  können  uns  keine  Zeit  als  den 
Verfluss  von  lauter  Nichtsen,  wohl  aber  als  den  Yerfluss  von 
lauter  unteilbaren  Augenblicken  vorstellen. 

Eine  unendlich  kleine  Grösse,  im  absoluten  Sinne  ge- 
nommen, muss  durchaus  als  absolut  einfach  (unteilbar)  gedacht 
werden,  und  eben  deshalb .  ist  sie  auch  nur  ein  Gedankending 
(nicht  angebbar).  Auch  die  Natur  operiert  mit  Infinitesimal- 
grössen.  „Die  Natur  macht  keinen  Sprung"  und  kann  keinen 
machen.  Alles  wächst,  wird  und  entsteht  nur  nach  dem  Ge- 
setze der  Stetigkeit.  Und  aus  diesem  Grunde  ist  die  Infini- 
tesimalrechnung für  die  Naturwissenschaften  von  so  grosser 
Wichtigkeit  und  Notwendigkeit. 

56. 

*  Denkt  man  sich  eine  endliche  Grösse  unter  dem  Bilde 
einer  Linie,  Fläche,  Körper,  durch  Bewegung  (Fliessen)  er- 
zeugt, so  kann  man  sich  dieselbe  auch  als  aus  unteilbaren 
Elementen  zusammengesetzt  denken.  Wirft  man  dabei  aber 
die  Frage  auf:  wie  viel  solcher  Elemente  dazu  erforderlich 
sind,  so  folgt,  dass  —  weil  eine  wirkliche  Grösse  (die  Linie  PQ 
z.  B.)  in  eine  unendliche  Zahl  gleicher  Teile  geteilt  gedacht 
werden  muss,  um  auf  die  wahren  Elemente  zu  kommen  — 
auch  umgekehrt  eine  unendliche  (unangebbare)  Anzahl  solcher 
Elemente  erforderlich  ist,  um  eine  wirkliche  (angebbare)  Grösse 
zu  erhalten,  und  dass  dazu  eine  bestimmte,  wenn  auch  noch 
so  grosse  endliche  Anzahl  (tausend,  millionen  etc.)  nicht  ge- 
nügt. Ein  solches  unteilbares  Element  oder  auch  ein  be- 
stimmtes endliches  Vielfache  desselben  zu  einer  endlichen 
Grösse  hinzugedacht,  kann  das  eigentliche  Quantum  derselben 
nicht  um  eine  angebbare  Grösse  ändern,  sondern  nur  das 
geringere  oder  grössere  Bestreben  zu  wachsen  andeuten. 
Deshalb  werden  auch  alle  die  Grössen,  die  endliche  Viel- 
fache des  unteilbar  gedachten  Elements  enthalten,  dennoch  — 
weil  nicht  angfebbar  —  Infinitesimal-  oder  unendlich  kleine 
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Grössen  genannt.  Auch  diese  sind  also  nur  in  Gedanken 
teilbar,  jedoch  nicht  wieder  ins  Unendliche,  weil  sie  ja  nur 
als  endliche  Vielfache  des  unteilbaren  Elements  in  Gedanken 
existieren. 

57. 

^  Konsequenterweise  folgt  hieraus,  dass  von  unendlich  klei- 
nen Grössen  derselben  Art  die  eine  beliebig  vielmal  so  gross 
oder  so  klein  sein  kann,  als  die  andere,  und  dass  man  des- 
halb das  unendlich  Kleine  nicht  immer  absolut  nehmen  muss, 
d.  h.  als  wenn  es  nicht  noch  kleiner  gedacht  werden  könnte 
oder  gedacht  werden  müsste.  Dasselbe  muss  offenbar  auch 
von  den  sogenannten  unendlich  grossen  Grössen  gelten.  Die 
unbegrenzt  gedachte  unendliche  Fläche  z.  B.,  welche  zwischen 
zwei  endlosen  Parallelen  liegt,  muss  bei  einem  m  mal  so 
grossen  Abstände  derselben  auch  m  mal  so  gross  gedacht 
werden.  Die  unendliche  Anzahl  unteilbarer  Elemente,  welche 
eine  endliche  Grösse  enthält,  muss  bei  einer  gleichartigen 
>M  fachen  Grösse  auch  mma\  so  gross  sein. 

58. 

^.   So    wie    es    also   verschiedene    endliche   Grössen    der- 
selben Art  giebt,  so  können  wir  uns  also  auch  (siehe  58)  ver- 
schiedene gleichartige  unendlich  kleine  und  unendlich  grosse 
Grössen  denken,  die  gleich  wie  die  endlichen  jedes  beliebige 
Verhältnis   zu   einander   haben  und  aus 
diesem  Grunde  arithmetischen  Operationen 
unterworfen  werden  können.     Sei  z.  B. 

■  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  bei  wel- 
cher also,  für  jeden  Zustand  der  Abscisse  x, 
die  zugehörige  Ordinate  y  immer  dreimal  so 
gross  ist.  Wird  die  Abscisse  x  unendlich,  so 
wird  es  auch  die  Ordinate,  obgleich  doch 
beide  unendlich  grosse  Grössen  verschieden 
gedacht  werden  müssen.  Denn  vermöge  der  Beziehung  zwischen 
beiden  veränderlichen  Grössen  wird  für  a;  =  oo,  ^  =  3 .  oo,  aber 

dennoch  immer  —  = =  3. 

X  oo 
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Lassen  wir  die  Abscisse  AP  =  x  um  PQ  =  A^  wachsen,  so 
wächst  die  Ordinate  MP  =  y  um  das  Stück  NR  =  Ay  und  es  ist 

y -\-  Ay  =  ^{pc-\r  Ax\  woraus  A'/  =  3Aic,  folglich  — ^  =  3. 

/\x 

Stellen  wir  uns  nun  vor,  die  Ordinate  NQ  bewege  sich, 
parallel  mit  sich  selbst,  gegen  MP  hin,  so  werden  die  Seiten 
des  bei  E  rechtwinkligen  Dreiecks  NMR  immer  kleiner  und 
kleiner,  dennoch  aber  stets  in  demselben  Verhältnis  zu  ein- 
ander bleiben. 

Denken  wir  uns  nun  dieses  Dreieck  so  klein  geworden, 
dass  es  nicht  mehr  kleiner  werden  kann,  ohne  gänzlich  zu 
verschwinden  (absolut  Null  zu  werden)  —  in  welchem  Zu- 
stande (Moment)  es  das  charakteristische  Dreieck  ge- 
nannt wird  —  so  werden  nach  dem  Vorhergehenden  seine 
Seiten  zu  Infinitesimalgrössen,  die  aber  in  diesem  verschwin- 
denden Zustande,  wo  von  angebbarer  Grösse  nicht  mehr  die 
Rede  sein  kann,  doch  immer  noch  dasselbe  eben  erwähnte 
Verhältnis  zu  einander  haben.  Denkt  man  sich  hierbei  die 
unendlich  klein  gewordene  Kathete  MR  als  unteilbar,  so 
können  nach  §  57  die  andere  unendlich  kleine  Kathete  so- 
wohl, als  die  unendlich  kleine  Hypotenuse,  in  Gedanken  noch 
als  teilbar  gedacht  werden;  die  gleichsam  in  einem  Punkt  ver- 
schwundene unendlich  kleine  Fläche  des  charakteristischen 
Dreiecks  aber  kann  dann  nach  der  Abscissenrichtung,  d.  h. 
durch  eine  mit  der  Ordinatenachse  parallele  Linie  selbst  in 
Gedanken  nicht  mehr  geteilt  werden. 

69. 

•Jr-  Dass  eine  ins  Unendliche  gehende  Teilung,  wenn  man 
dabei  die  Vorstellung  der  Bewegung  mit  zu  Hilfe  nimmt,  als 
wirklich  vollendet  und  das  letzte  Glied  als  unteilbar  gedacht 
werden  muss,  zeigt  auch  folgendes  Beispiel. 

Sei  ABC  (s.  die  Figur  auf  folgender  Seite)  ein  bei  A  recht- 
winkliges gleiclischenkliges  Dreieck  und  AB  =  AC  =  1,  folglich 
HC  =  y2.  Denkt  man  sich,  von  A  ausgeliend,  in  einerlei  Drehung 
die  Perpendikel  AI,  12,  23  etc.  in  infinitum  gefällt,  so  sieht  man 
erstlich,  oline  alle  Rechnung,  dass  die  Summe  *.•  aller  dieser  unzähl- 
baren Perpendikel  gleich  der  Hypotenuse  plus  der  einen  Kathete, 
also  5^=1+1/2  =  2,414..  sein  muss.     Denn   das  Ite,   3te, 
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5te...  Perpendikel  ist  gleich  |,  1-,  J, ...  der  Hj-potenuse  und 

das  2te,  4te,  6te  Perpendikel  gleich  -|-,  {-,  i, der  Kathete.*) 

Ein  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  =  1  würde  sie  alle  in 
weniger  als  2|  Sekunden  durchlaufen  und  die  scheinbar  un- 
endliche Arbeit  in  dieser  Zeit  vollenden.  Dass  die  Arbeit  ein 
Ende  nimmt,  folgt  auch  noch  daraus,  dass  man  die  Koordi- 
naten X,  y  des  Ortes  angeben  kann,  wo  der  die  Perpendikel 


beschreibende  Punkt  Avirklich  liegen  bleibt,  indem  die  Seiten 
der  entstellenden  Dreiecke  unendlich  klein,  die  Katheten  un- 
teilbar werden  und  deshalb  eine  weitere  Perpendikelfällung 
nicht  mehr  stattfindet. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  6,  7,  8  sind  denen  des  Dreiecks 
BGA  parallel.    Dasselbe  gilt  von  den  folgenden  Dreiecken  14, 


*)  Will  man  diese  Summe  s  durch  Rechnung-  finden,  so  hat  man  (weil 
AC=1):  Ar=cos  45";  12=cos-  45";  23=cos*  45«  etc.,  folglich  (Algebra  §  254) 
s  =  cos  45"^  -\-  cos-  45"  -(-  cos'^  45"  -[-••••  iii  ii^f- 

cos  '^^45" — cos  45" 
cos  45"  —  1 
Das  erste  Glied  im  Zähler  ist   eine  Infinitesimalgrösse   und   kann   nach 
§  56   das  Quantum   der  endlichen  Grösse  — cos  45"  nicht   ändern,    daher, 
was  das  hier  fragliche  angebbare  Quantum  betrifft,  ganz  genau 
_      cos  45"     _      sin  45"      _  2.  sin  22.1".  cos  221" 
^  ~  1  — coslö"  ~  1  —  cos  45"  ~         2  .  sin-  22 J" 
s  =  cot  22|"  =  2,414.... 
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15,  16;  22,  23,  24  etc.  Die  Seiten  des  Dreiecks  6,  7,  8  sind 
offenbar  yV  ^'^n  den  ähnlich  liegenden  Seiten  des  Dreiecks  BGA. 
Ebenso  sind  die  Seiten  des  Dreiecks  14,  15,  16  wiederum  ^^ 
von  den  Seiten  des  Dreiecks  6,  7,  8  etc.  etc.  Die  Katheten  der 
Dreiecke  6,  7,  8;  14,  15,  .16  etc.  sind  also,  weil  AC  =  1,  be- 
ziehungsweise ~^  ?  -7-^  1  ^TTTTi  —  in  inf.  Die  von  A  aus  auf  AC 
Ib     16-      16 

gemessene  Abscisse  des  Punktes  8  ist  (weil  AC  =  1)  offenbar 

113 
=  —  —  -s^  ==  -5-  •  1-    Ebenso  ist  die  Abscisse  des  Punktes  16,  von 

2  o  o 

3     1 

8  aus  auf  87  gemessen,  =-^-7^  etc.    Folglich' die  fragliche 

o     16 

Abscisse 

3,31,31  ... 

^=  8  + 8-16+8  •T6^----"^"^f- 

X  =  - — ^— r-  =  —  und  ebenso  v  =  —  • 
1— tV       ^  ^5 


60. 

:i:  Um  die  Vorstelhmg  von  den  Infinitesimalgrössen  noch 
mehr  aufzuhellen  und  zu  zeigen,  wie  Leibniz  sie  mit  glän- 
zendem Erfolg  als  Hilfsgrössen  gebraucht,  indem  er  sie,  gleich- 
nisweise wie  y  —  1 ,  konsequenterweise  und  als  wenn  es  wirk- 
liche Grössen  wären,  allen  arithmetischen  Operationen  unter- 
wirft, haben  wir  uns  zuvor  noch  über  die  richtige  Deutung 
der  aus  solchen  Operationen  hervorgehenden  Resultate,  in 
welchen  die  unendlich  kleinen  Grössen  potentiiert,  mit  ein- 
ander multipliziert  und  auch  mit  endlichen  Grössen  kombi- 
niert vorkommen  können,  zu  verständigen. 

61. 

*  Rechnen  können  wir  nur  mit  Zahlen.  Da  wir  diese 
aber,  statt  durch  Ziffern,  auch  durch  i)roportionierte  Linien 
ausdrücken  können,  so  kann  man  auch  jede  gesonderte  stetige 
Funktion  zweier  veränderlichen  Grössen,  und  von  solchen  ist 
vorläufig  nur  die  Rede,  nämlich 

y  =  Y{x) 

Lübsen,  lufinite^imal -Rechnung.    7.  Aufl.  c 
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immer  bildlich  durch  eine  ent- 
sprechende krumme  Linie  dar- 
stellen. 

Sei  deshalb  AP  =  x,  MP  =  y, 
PQ  =  /\x,  NR  =  Ay.  so  ist,  wie 
in  §§  10  und  11  gezeigt, 
Ay  =pAx  +  Mo  Aa--  +  No  Aa:-'  + 

Stellen  wir  uns  nun  vor,  die  Ins  zur  Berührungslinie  ver- 
längerte Ordinate  NQ  rücke,  parallel  mit  sich  selbst,  gegen  MP 
hin,  bis  die  Seiten  des  mit  MPT  ähnlichen  Dreiecks  VRM 
unendlich  klein  werden  und  das  verschwindende  Dreieck  vr^l 
ein  charakteristisches  wird,  so  müssen  in  obiger  Gleichung  von 
den  mit  A*',  Ax-,  Ax^'  etc.  multiplizierten  Gliedern,  welche 
Leibniz  zur  Abkürzung  des  Vortrags  unendlich  kleine  Grössen 
erster,  zweiter,  dritter  etc.  Ordnung  nennt,  alle  Glieder, 
von  der  zweiten  Ordnung  an,  als  nur  rein  formell,  in  der 
"\\^irklichkeit  aber  nicht  existierend,  wegfallen.    Denn  ob  man 

eine  unendlich  kleine  Grösse  A-^  =  — ,  formell  durch  eine  unend- 

CO 

lieh  grosse  Zahl  (oo)  dividiert,  oder  mit  sich  selbst  multipliziert, 

Ax-  =  — s'  das  ist  einerlei.     Da  wir  nun  liier  aber  den  un- 

co- 

endlich  kleinen  Unterschied  der  Ordinate  MP  =  ;?/  von  der 
unmittelbar  (stetig)  folgenden  Ordinate  ausdrücken  wollen, 
so  fordert  offenbar  das  Gesetz  der  Stetigkeit,  sich  A^  als 
unteilbar  zu  denken,  weil  eine  wirkliche  (angebbare),  wenn 
auch  noch  so  kleine  Grösse  teilbar  ist  und  einen  Sprung  her- 
vorrufen würde.  Kann  aber  Ax  nicht  mehr  kleiner  werden, 
ohne  gänzlich  zu  verschwinden,  was  es  nicht  soll,  so  kann 

in  diesem  kleinsten  verschwindenden  Zustand  Ax=-^  nicht 

weiter  geteilt,  also  auch  nicht  mit  sich  selbst  multipliziert 
werden,  weil  dies  ja  eine  fernere  Teilung  involvieren  würde. 
Ohnehin  ist  es  ungereimt,  eine  schon  als  unendlich  klein  ge- 
dachte Grösse  in  demselben  Sinne  nochmals  wieder  in  un- 
endlich viele  Teile  zu  teilen  und  diese  Teilungen,  im  Fall 
in  vorstehender  Gleichung  die  Anzahl  der  mit  Potenzen  von 
Ax  multiplizierten  Glieder  eine  unendliche  ist,  unendlich- 
vielmal  wiederholt  zu  denken. 
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Um  das  Gesetz  der  Stetigkeit  zu  befolgen,  muss  in 
der  Differenzengleichimg 

/Sy  =pAoc  -\-  M  Aa?"^  +  N  Aic"'  +  . . . . 

die  Grösse  Ax-  notwendig"  unendlich  klein  werden  und  dann 
die  mit  Potenzen  von  Aoc  multiplizierten  Glieder,  welche  in 
diesem  Fall  in  der  Gleichung  keinen  Sinn  mehr  haben,  not- 
wendig wegfallen,  oder  wie  Leibniz  es  mit  andern  Worten 
ausdrückt:  In  einer  Summe  unendlich  kleiner  Grössen  ver- 
schwindet eine  unendlicli  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  gegen 
die  einer  niedern  Ordnung,  also  N.  Aa^'^  g^g^'i^  M.Aoo-  und 
M .  A'^'"  gegen  })•  Ax. 

Das  wegen  des  Gesetzes  der  Stetigkeit  im  Geiste  noch 
haften  bleibende  erste  Glied  p .  Ax  nennt  Leibniz  das  Dif- 
ferential der  Funktion  Y  {x)  und  bezeichnet  es,  weil  y  Stell- 
vertreter dieser  Funktion  ist,  [y  =  F  {x)\  mit  dy.  Ebenso  nennt 
er  Ax,  in  dem  verschwindenden  Zustand  gedacht,*)  das  Dif- 
ferential der  unabhängig  veränderlichen  Grösse  x  und  bezeichnet 
es,  um  diesen  Zustand  anzudeuten,  mit  f?.r,  so  dass  also  die 
aus  obiger  Differenzengleichung  hervorgehende  und  das  Gesetz 
des  stetigen  Fortschritts  ausdrückende  Differentialgleichung- 
ganz  genau 

dy=2)-  dx 
ist. 

62. 

:?:  Ein  zweiter  Grund,  dass  in  der  Ditferenzengleichung, 
wenn  man  das  Inkrement  Ax,  mithin  auch  Ay,  bis  zu  In- 
flnitesimalgrössen  (Differentialen)  dx,  dy  abnehmen  lässt,  näm- 
lich in  der  dann  so  zu  schreibenden  Gleichung 

dy  =^2)dx  +  Mdx-  -f-  Nf7*'"'  + 

die  sogenannten  unendlich  kleinen  Grössen  höherer  Ordnungen 
nur  rein  formell  enthalten  sind  und  wegfallen  müssen,  er- 
giebt  sich  aucli,  wenn  man,  um  das  Verhältnis  des  blos.sen 


*)  Newton  sagt:  Mau  iuu.ss  sich  diu  veisclnviiuleiKlcu  Grössen,  z.B. 
die  Seiten  eines  charakteristischen  Dreiecks,  nicht  denken,  bevor  sie  ver- 
schwinden, auch  nicht,  nachdem  sie  versdiwundcu,  sondern  im  Moment 
des  Verschwindens  selbst! 
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Wachstum -Bestrebens  beider  veränderliclien  Grössen  oc,  y  zu 
erhalten,  beiderseits  durch  dx  dividiert.     Es  ist  dann 

^=1)  +  ^Idx  +  l^dx"  + . . . . 

Im  Rechnungsresultat  ist  nun  p  eine  durch  einen  gegebenen 
Wert  von  x  völlig  bestimmte  Grösse  (§  46,  1  und  2),  deren 
Quantum,  zufolge  §  56,  nicht  durch  die  unendlich  kleine  Grösse 
erster  und  noch  viel  weniger  durch  die  einer  höhern  Ordnung 
geändert  werden  kann,  so  dass  also  auch  hiernach,  nämlich 

dv 
nach  §  56,  ganz  genau  -f-=ih  woraus  dann  wieder,   in  an- 
derer Schreibweise,  dy=pdx  folgt. 

Man  kann  auch  noch  so  schliessen:  Aus  demselben  Grunde, 
wie  Mdx  gegen  ^,  muss  auch  Nf?a:'-  gegen  Mdx  verschwinden 
etc.;  denn  es  ist 

Mdx  +  N(^x2  =  (M  +  ^dx)  dx 
und  hier  verschwindet  in  der  Klammer,  nach  §  56,   die  In- 
finitesimalgrösse  l^dx  gegen  die  endliche  Grösse  M,   folglich 
auch  NfZa;^  gegen  Mdx. 

Obwohl  die  gleichzeitigen  unendlich  kleinen  Zunahmen 
der  von  einander  abhängigen  Grössen  x,  y,  nämlich  ihre  Dif- 
ferentiale dx,  dy,  nicht  angebbar  sind,  so  können  wir  doch, 
wenn   y  =  F(x)   gegeben,   für  jeden  Wert   von  x   ihr  Ver- 

dy 
hältnis  zu  einander,  d.  h.  den  Differentialquotienten  -=-  an- 
geben und  darauf  kommt  es  immer  nur  an. 

Die  hier  zusammengehörigen  Differentiale  der  absolut  und 
abhängig  veränderlichen  Grössen,  nämlich  dx,  dy,  heissen  auch 
unendlich  kleine  Grössen  einerlei  Ordnung,  und  zwar  hier  der 
ersten  Ordnung,  obgleich  die  eine  beliebig  vielmal  grösser  sein 
kann,  als  die  andere,  was  ja  von  der  Beschaffenheit  der  Funktion 
y  =  F  (a:)  und  dem  Werte  von  x  oder  der  Lage  der  Berührungs- 
linie abhängt. 

63. 

^  Giebt  die  Gleichung  y  =  F{x)  konstruiert  eine  krumme 
Linie,  so  ist  das  Wachstumbestreben  der  Ordinate  veränder- 
lich.    Wir  wollen  hierbei  drei  Fälle  besonders  hervorheben. 

1.  Wäre  in  der  Differentialgleichung:  dy^jj.dx,  für 
einen   bestimmten  Wert   von  x,   der  Differentialkoeffizient  j) 
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ein  echter  Bruch,  hätte  man  z.  B.  die  Gleichung  der  geraden 
Linie  y  =  \x,  woraus  dy  =  ^.dx  und  wollte  man  hier  dx  als 
absolut  unteilbar  denken,  so  muss  man,  weil  dann  eine  wei- 
tere Teilung  nicht  möglich  ist,  die  Multiplikation  des  Diffe- 
rentials dx  mit  einem  echten  Bruch,  als  eine  bloss  ange- 
deutete Eechnungsoperation  betrachten,  die  vollzogen  werden 
sollte,  wenn  dx  noch  teilbar  wäre.  So  sind  doch  V2,  V — 1  etc. 
auck  nur  angedeutete  Operationen,  die  gar  nicht  vollzogen 
werden  können.  Es  hiesse  offenbar  der  Mathematik  Fesseln 
anlegen,  wenn  man  in  rein  formeller  Hinsicht  solche  nur 
angedeutete,  wenn  auch  unausführbare  Operationen  verbannen 
wollte.  Da  wir  aber  einmal,  der  leichteren  Auffassung  halber, 
die  Vorstellung  der  Bewegung  mit  hineingezogen  haben,  so 
kann  man  auch  noch,  mit  Newton,  den  Begriff  der  Geschwin- 
digkeit mit  zu  Hilfe  nehmen  und  die  Differentialgleichung 
dy=^\.dx  auch  so  deuten:  das  Wachstumbestreben  der  Or- 
dinate ist  nicht  so  gross,  als  das  der  Abscisse  oder,  was  das- 
selbe sagt:  die  Geschwindigkeit  (Intensität),  mit  welcher  die 
parallel  mit  sich  selbst  fortgleitende  Ordinate  die  absolut  un- 
teilbar gedachten  Elemente  der  Abscissenachse  durchläuft,  ist 
nicht  dieselbe  als  die,  mit  welcher  sich  der  die  krumme  Linie 
beschreibende  Punkt  in  der  Ordinatenrichtung  bewegt  (Anal. 
Geom.  Seite  19,  3).  Hieraus  erklärt  sich  auch,  \\^eshalb  die  an 
Grösse  noch  so  verschiedenen  Seiten  eines  Dreiecks  doch 
gleichzeitig  in  den  verschwindenden  Zustand  kommen,  indem 
das  Dreieck  sich  in  ein  charakteristisches  verwandelt. 

Zufolge  §  56  ist  es  aber  auch  gar  nicht  nötig,  sich  die 
eine  der  zusammengehörigen  unendlich  kleinen  Grössen  dx^ 
dy  im  absoluten  Sinne,  als  unteilbar,  zu  denken,  weil  ja  ein 
endliches  Vielfaclie  eines  solchen  Elements  noch  kein  wirk- 
liches (angebbares)  Quantum  giebt. 

2.  Wäre  in  dy=^p.dx,  für  einen  bestimmten  Wert  von 
X,  der  Differentialkoeffizient  _2>  =  0,  so  würde  dies  bedeuten: 
die  Ordinate  hat  an  dieser  Stelle  gar  kein  Bestreben  zu 
Avachsen;  ihr  oberer  Endpunkt  geht  auf  einem  unendlich 
kleinen  Weg  -j^dx  mit  der  Abscissenachse  parallel. 

3.  Wäre  endlich  in  dy^^j^.dx,  für  einen  besonderen 
Wert  von  x,  der  Differentialkoeffizient  j9  =  oo,  so  würde  das 
bedeuten,  dass  das  Element  der  krummen  Linie  (welches,  wie 
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§  66  gezeigt  werden  soll,  gerade  ist)  an  dieser  Stelle  senk- 
recht auf  der  Abscissenrichtung  steht, 

64. 

'^  Wir  können  deshalb  auch,  ohne  in  Widersprüche  zu 
geraten,  mit  den  zusammengehörigen  Infinitesimalgrössen  in 
formeller  Hinsicht,  wie  schon  §  51  gezeigt,  arithmetische 
Operationen  vornehmen  und  dabei  das  Differential  der  absolut 
veränderlichen  Grösse,  obgleich  es,  wie  gesagt,  gar  nicht  not- 
wendig ist,  dennoch,  der  Einfachheit  halber,  immer  als  absolut 
unteilbar  annehmen.  Die  durch  solche  Operationen  entstehen- 
den Gleichungen  werden  immer  von  selbst  homogen,  d.  h. 
keine  unendlich  kleine  Grössen  verschiedener  Ordnungen  ent- 
halten, weil  ja  die  höheren  gegen  die  niederen  wegfallen. 
Übrigens  haben  wir  schon  angedeutet,  dass  der  Ausdruck: 
unendlich  kleine  Grössen,  höherer  Ordnungen  nur  eine 
Kedensart  ist,  weil  es  selbst  für  die  kühnste  Phantasie  un- 
möglich und  ungereimt  ist,  eine  unendlich  kleine  Grösse,  z.  B. 
das  Element  einer  Linie,  Zeit  (Punkt,  Augenblick)  nochmals 
wieder  in  unendlich  viele  Teile  zu  teilen  und,  wohlgemerkt, 
solche   Teilungen   unendliche    und   wiederholt    zu    denken 

— f;;^?).     In  den  vorkommenden  Ausdrücken  — -  und 


ist  weder  der  Zähler,  noch  der  Nenner  ein  unendlich  Kleines 
n^^^  Ordnung.  Ersterer  Ausdruck  deutet  in  üblicher  Schreib- 
weise eine  »malige  Operation  und  ebenso  der  zweite  die 
nte  Potenz  einer  endlichen  Grösse  p  an,  indem 


dx'      Vte^       ^^ 


65. 


:i:  In  räumlicher  Hinsicht  jedoch,  aber  auch  nur  räum- 
lich, lassen  sich  unendlich  kleine  Grössen  von  der  zweiten 
und  dritten  Ordnung,  aber  auch  nicht  weiter,  geometrisch 
deuten,  oder  ihnen  ein  Substrat  unterlegen.  Man  kann  sich 
nämlich  aus  den  unendlich  kleinen  Seiten  eines  charakteristi- 
sclien  Dreiecks  charakteristische  Quadrate,  Rechtecke,  Kuben, 
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Prismen  konstruiert  denken  {chr^  di/'-,  dx.dij,  dx^  etc.).  Die 
Ordinate  MP  =  //  bildet  mit  der  unendlich  kleinen  Abscisse 
dx  ein  unendlich  schmales  Eechteck,  {ij.dx),  welches  wir 
wieder,  jedoch  nur  in  der  Richtung  der  Ordinate,  in  unend- 
lich viele  unendlich  kleinere  Rechtecke,  (dx.dy),  geteilt 
denken  können,  wo  dann  y.dx  eine  unendlich  kleine  Fläche 
erster  und  dx.dy  zweiter  Ordnung  wäre.  Ein  unendlich 
dünnes  Prisma  kann  man  sich  nach  zwei  aufeinander  senk- 
rechten Richtungen  in  unendlich  kleine  Prismen  zweiter  und 
dritter  Ordnung  geteilt  denken,  wie  es  später  die  Integral- 
rechnung wirklich  tliut  und  thun  muss. 

66. 

*  In  dem  verschwindenden  charakteristischen  Dreieck  urlSl 
(§61  und  in  der  Figur  zu  §  69)  —  behauptet  Leibniz 
ferner  —  fällt  das  unendlich  kleine  Element  Mv  der  krummen 
Linie  oder  das  Ditferential  derselben,  welches  er  mit  ds  be- 
zeichnet, mit  der  Berührungslinie  am  Punkte  M  ganz  genau 
zusammen  und  muss  folglich  auch  als  wirklich  gerade  be- 
trachtet werden,  so  dass  also  die  Berührungslinie  TV  nichts 
andres,  als  die  Verlängerung  dieses  Elements  ds  ist.  Auch 
dieser  für  die  Folge  wichtige  Satz  lässt  sich  rechtfertigen. 

Zwei  unmittelbar  d.  h.  ohne  Zwischenintervall  aufein- 
ander folgende  unteilbare  Elemente  (der  Kürze  halber  Punkte 
genannt)  müssen  notwendig,  weil  aneinander,  in  gerader 
Linie  liegen.  Drei  unmittelbar  (konsekutiv)  aufeinander  fol- 
gende Punkte  können  zwar  auch  noch  in  gerader  Linie  liegen, 
jedoch  auch  so  arrangiert  sein,  dass  die  da  durchgehende  Linie 
gebogen,  ja  selbst  geknickt  ist,  so  dass  die  durch  die  beiden 
ersten  Punkte  bestimmte  Richtung  nicht  notwendig  durch  den 
dritten  Punkt  geht.  Soll  ein  selir  kleines  Stück  einer  krummen 
Linie  gebogen  sein,  so  muss  offenbar  zwischen  den  beiden  End- 
punkten wenigstens  noch  ein  Punkt  (Element)  liegen,  um  wel- 
chen die  Biegung  geschah.  Hieraus  folgt  nun  aber,  dass  man 
ein  unendlich  kleines  Stück  einer  krummen  Linie  (indem  man 
nr»tigenfalls  zwei  aneinander  liegende  Punkte  dafür  nimmt) 
als  wirklich  gerade  betrachten  kann.  (Vergl.  §  243  Rand- 
anmerkung). 
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67. 

*  "Weitere  Ubeiiegimg  zeigt,  dass  bei  verschieden  ge- 
krümmten Linien  die  Elemente  (Differentiale),  welche  man 
als  gerade  betrachten  kann,  an  Grösse  sehr  differieren  und  des- 
halb ebenso,  wie  die  unendlich  kleinen  Seiten  im  charakte- 
ristischen Dreieck,  jedes  beliebige  Verhältnis  zu  einander  haben 
können. 

Beispielshalber  denke  man  sich  mit 
verschiedenen  Radien  konzentrische  Kreis- 
bögen, DE,  FG...,  beschrieben  und  durch 
die  beiden  Punkte  a,  h  des  ersteren  die 
Eadien  CH,  CK  gezogen.  Die  beiden 
Punkte  «,  h  denke  man  sich  zuerst  an- 
einander liegend,  so  dass  nach  dem  Vor- 
hergehenden das  Element  ah  gewiss  ge- 
rade ist,  so  brauchen  offenbar,  damit  auch 
HK  für  gerade  genommen  werden  darf,  die  beiden  Punkte  H 
und  K,  wegen  der  geringeren  Krümmung  des  Bogens  FG, 
nicht  aneinander  zu  liegen.  Denn  fallen  Sehne  und  Tan- 
gente mit  dem  Element  ah  zusammen,  so  muss  es  auch,  der 
Ähnlichkeit  halber  mit  HK  der  Fall  und  folglich  auch  das 
grössere  Element  HK  gerade  sein.  Was  aber  vom  Bogen  HK 
gilt,  gilt  sofort  auch  vom  Bogen  ah,  indem  man  sich  noch  mit 
immer  kleineren  Radien  konzentrische  Bögen  aus  C  beschrieben 
denken  kann.  "Wäre  der  Radius  unendlich  gross,  so  würde 
das  als  gerade  zu  betrachtende  Bogenstück  eine  endliche  Grösse 
sein  können. 

Hieraus  erklärt  sich  nun  auch,  weshalb  man  in  der  Ele- 
mentargeometrie notwendig  auf  ganz  richtige  Resultate  kommen 
muss,  indem  man  sich  den  Kreis  als  Summe  von  unendlich 
vielen  Dreiecken,  ferner  das  Stück  DFGE  eines  Kreisringes, 
oder  die  Seitenfläche  eines  abgekürzten  geraden  Kegels,  als 
Summe  von  unendlich  vielen  Trapezen  von  unendlich  kleinen 
geraden  Grundlinien  vorstellt.  Zugleich  leuchtet  auch  ein,  dass 
sich  die  Grössen  der  als  gerade  zu  betrachtenden  Elemente 
verschiedener  Kreisbögen  wie  ihre  Radien  und  ebenso  die  als 
eben  zu  betrachtenden  ähnlichen  Elemente  verschiedener 
Kugelflächen  wie  die  Quadrate  ihrer  Radien  verhalten.    Des- 
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halb   muss   auch   von   der  Oberfläche   einer   grösseren  Kugel 
melir  Licht  reflektieren,  als  von  der  einer  kleineren. 

.   68. 

'^  Im  vorhergehenden  haben  wir  nun  die  Prinzipien  mit- 
geteilt und  zu  erläutern  gesucht,  durch  deren  Vermittelung 
Leibniz  die  eigentliche  Infinitesimalrechnung  erfand  und  be- 
gründete. Das  erste  Erfordernis  war  offenbar,  die  allgemeine 
Eegel  zu  finden,  nach  welcher  man  von  jeder  Funktion, 
[y=^F(x)],  das  Differential  {dy=2).dx)  angeben  oder  die- 
selbe difterentiieren  kann. 

Da  die  Analj'sis,  namentlich  die  Theorie  der  unendlichen 
Eeihen  schon  bekannt  war,  so  hätte  man  diese  zunächst  er- 
forderlichen Differentialformen  auf  dieselbe  Weise  ableiten 
können,  wie  die  Grenzmethode  es  thut,  jedoch  etwas  kürzer, 
weil  ja  nur  das  sogenannte  unendlich  Kleine  erster  Ordnung 
in  Betracht  kommt.  Die  Differentiale  der  trigonometrischen 
Funktionen  konnte  Leibniz  durch  die  Annahme,  dass  die 
Differentiale  keine  wirklichen  (messbaren)  Grössen  sind,  son- 
dern, als  reine  Gedankendinge,  nur  das  Bestreben  eine  solche  zu 
werden  ausdrücken,  und  dass  das  Element  einer  krummen 
Linie  (von  aller  angebbaren  Quantität  abstrahiert)  als  gerade 
betrachtet  werden  muss,  durch  unmittelbare  Betrachtung 
der  stattfindenden  Verhältnisse  der  Differentiale  finden,  vde 
folgende  Beispiele  zeigen: 

69. 

'<:   Sei  für  CA=1,  arcA]VI==a;, 
MP  =  ?/. 

1.    Soll    das   Differential   der 
Funktion 

y  =  sinx 

gefunden   werden,   so   lassen   wir 

die  absolut  veränderliche  Grösse  x 

nicht  sprungweise,  sondern,  wie  es 

der    eigentümliche   f'harakter    der   Infinitesimalrechnung    (das 

Gesetz  der  Stetigkeit)  immer  fordert,  stetig  wachsen,  d.  li.  in 

Gedanken  in  den  unmittelbar  folgenden  Zustand  kommen. 
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so  dass  im  cliarakteristisclien  Dreieck  vrM  sofort  Mv  =  dx  das 
Differential  vom  Bogen  x  und  vr  =  fZ^  das  Differential  von  y, 
d.  li.  von  smx  ist,  und  man  hat,  weil  Z.  vMr=^  /_  CMP, 
CP  =  cosA'  und  Av>'MooaCMP,  ganz  einfach  My:w  =  CM: 
CP,  d.  i.  dx  •.dij=l:  cos  x,  also 

dy  =  cos  X .  dx 
oder,    weil    Z  v=  /  C,   trigonometrisch   noch   kürzer   vr^^ 
Mv .  cos  C,  d.  i.  dy  =  cos  xdx. 

2.  Um  das  Differential  der  Funktion 

y  =  cosx 
zu  erhalten,  wo  also  für  arcAM  =  rr  jetzt  CP  =  ?/  und  Mr 
=  —  dy  ist  (§  20,  Anmerkung),  hat  man  trigonometrisch  so- 
gleich unmittelbar 

dy  =  —  sin  x .  dx. 

3.  Sei  ferner 

y  =  tgx, 

wo  also  jetzt  Mv  =  dx,  AT  =  y,  TH  =  f??/  ist. 

Denkt  man  Tä;  konzentrisch  (parallel)  mit  Mv  beschrieben 
und  MP  aufwärts  verlängert,  so  bildet  diese  Verlängerung  mit 
dem  Element  Mi;  einen  Winkel,  der  den  Winkeln  bei  T,  v  und 

C  gleich  ist.    Da  nun  CT  =  -^  und  (§  67)  Mt; :  TÄ:  =  1 :  CT, 

dx  Tk 

woraus  T]i=CT.dx  = .     Ferner  TH  = ,  d.  i. 

cos  X  cos  X 

dy  =  — 5— • 

cos  -  X 

4.  Es  sei 

y  =  arc  sin  x, 

also  jetzt  arc  AM  ^:?/,  MP  =  a;,  CP  =  Vi  —  x-,  vr  =  dx,  Mv 
=  dy.   Weil  mm  AMvr  cv)  aCMP,  so  ist  dy  •.dx=l:  Vi  — x% 

woraus  ,  dx 

dy 


Vl—x^ 
5.   Sei  noch 

y  =  arc  tg  x, 


also  jetzt  arcAM=?/,  AT=:z-,  TR=dx,  Uv=dy,  CT=Vl+a;'l 
Da  nun  Mv:Tk=l.CT,  so  ist  Tk  =  dy.VTT^l  ferner  ist 
TH :  Tk  =  CT  :  CA,  oder  dx :  dy .  VT+x''  =  Vi  +  x- :  1 ,  woraus 

dx 

\-\-  x- 
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70. 

*  Nachdem  nun  die  nötigen  Ditferentialforiiieln  gefunden 
waren,  um  jede  gesonderte  Funktion  diiferentiieren  zu  können, 
schritt  Leibniz  jetzt  zu  den  vielfachen  Anwendungen  der 
Infinitesimah'echnung  und  zwar  zunächst  zu  dem  ihre  Er- 
tindung  veranlassenden  Problem  der  Tangentenziehung,  wel- 
ches er  durch  unmittelbare  Betrachtung  und  Benutzung  der 
Differentiale,  welche  nur  als  Hilfsgrössen  auftreten  und  immer 
wieder  aus  den  durch  sie  gewonnenen  Resultaten  eliminiert 
werden,  auf  folgende  Weise  ganz  einfach  löste. 

Da  die  durch  M  gedachte  Berührungslinie  Tv  wenigstens 
zwei  Elemente  mit  der  krummen  Linie  .//  =  F  (./)  gemeinsam 
hat  (§  63,  2)  und  also  das  charakte- 
ristische Dreieck  vrM  mit  dem  Drei- 
eck MPT  ähnlich  und  /  J'Mr  =  r 
ist,  so  hat  man  für  den  durch  seine 
Koordinaten  bestimmten  Punkt  M 
zur  Berechnung  des  Berührungs- 
winkels r  unmittelbar  tgr  =  =-;:-  oder  gleich 

dt/  ,  clx 

tg  r  =  y^  ;  cot  T  =  Y" , 

dx  dy 

und  auch,  wenn  man  das  Element  oder  Difterential  Ml-  der 
krummen   Linie   mit    ds    bezeichnet    und    beachtet,    dass    in 

formeller     Hinsicht     ds-  =  dx-  -\-  dif  =  ( 1  -|-  -  ^,  J  dx-^     also 

fZ.§  =  1/  1  -|-  -^ .  dx  ist  (§  51,  65) 

dii  dx 

sin  T  =  -,-  :  cos  T  =  -r-  • 

a.v  ds 

Zur  Bestimmung  der  iSubtangente  hat  Leibniz  ganz 
einfach  St:y  =  dx :  dy,  woraus 

dy 
und  weil  AvMr  ccAN'MP,  für  die  Subnormale  >^,^■.y=^-dy:dx, 
woraus 

S  —7/  ^'^ 
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71. 

*  Die  Infinitesimalgrössen  (Differentiale)  gebraucht  Leib- 
niz  also  nur  einfach  als  Hilfsgrössen,  um  die  Eechnung  ein- 
zuleiten. Sie  kommen  als  solche  immer  nur  in  den  allge- 
meinen Formeln  vor.  Ist  für  eine  spezielle  Anwendung  der- 
selben die  Funktion  veränderlicher  Grössen  gegeben,  so  kann 
man  sie  differentiieren,  darauf  die  Differentiale  aus  den  all- 
gemeinen Formeln  eliminieren  und  hat  es  dann  nur  noch  mit 
endlichen  Grössen  zu  thun. 

Der  Grund,  dass  diese  Methode  hier  wieder  auf  dieselben 
Eesultate  führt  und  führen  Uiuss,  wie  die  nach  der  Grenz- 
methode gefundenen,  liegt  offenbar  darin,  dass  Leibniz  das 
Element  (Differential)  eines  Bogens  als  gerade  betrachtet,  und 
die  Übereinstimmung  der  Resultate  spricht  für  die  Richtigkeit 
der  Leibniz 'sehen  Annahme. 

Die  Inflnitesimalmethode  ist,  wie  man  sieht,  sehr  subtil, 
aber  richtig.  Sollte  dies  aus  dem  Bisherigen  und  noch  Fol- 
genden nicht  einleuchten,  so  liegt  dies  nur  an  unserer  mangel- 
haften Darstellung  derselben. 

Viele,  welchen  diese  Sache  zu  metaphysischer  Natur  er- 
scheint, die  gleichwohl  aber  die  grössere  Kürze  und  Fruchtbar- 
keit, welche  die  Infinitesimalmethode  vor  der  schwerfälligen 
Grenzmethode  hat,  nicht  fahren  lassen  wollen,  geben  den 
Wink,  sie  immerhin  als  Erfindungsmittel  zu  benutzen  und 
die  durch  sie  gewonnenen  Resultate  hinterher  nach  der  Grenz- 
methode zu  prüfen,  was  allerdings  geschehen  kann,  Leibniz 
will  aber  von  dieser  Kontrole  nichts  wissen.  Er  legt  viel- 
mehr gerade  Gewicht  auf  seine  Methode,  die  er,  vorsichtig 
und  richtig  angewandt,  für  vollkommen  richtig  und  für  besser 
hält,  indem  die  unmittelbare  Betrachtung  und  Erkennung 
der  Differentialverhältnisse  den  erfindenden  Gedankengang 
fördert  und  abkürzt,  wie  wir  schon  §§  69  und  70  an  ein  paar 
Beispielen  gesehen  haben.  In  der  unmittelbaren  Erkennung 
oder  Auffindung  des  Verhältnisses  unendlich  kleiner  Grössen 
liegt  eigentlich  die  Kraft  und  der  eigentliche  Geist  der  In- 
finitesimalrechnung; denn  bei  den  meisten  Anwendungen  der- 
selben, namentlich  auf  Mechanik  und  Phj-'sik,  kommen  Fälle 
vor,  wo  man  gar  nicht  aus  bekannten  Funktionen  veränder- 
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lieber  Grössen  die  entsprechenden  Differentialverliältnisse  (durch 
Differentiieren),  sondern  gerade  umgekehrt,  aus  unmittelbar 
(ohne  Eechnung)  zu  erkennenden  Differentialen  oder  auch 
Differentialverhältnissen  die  entsprechende  Funktion  (durch 
Integi'ieren)  zu  finden  sucht.  Aus  diesem  Grunde  ist  die 
Leibniz'sche  Methode  die  natürlichste  und  beste. 

73. 

*  Nachdem  wir  nun  die  ursprünglichen  Vorstellungen 
Leibnizens,  des  Erfinders  der  Differentialrechnung  (1684) 
mitgeteilt  haben,  bleibt  uns  noch  übrig,  auch  einiges  über 
die  von  Newton  etwas  früher  erfundene,  aber  später  ver- 
öffentlichte Fluxionsrechnung  (1687)  anzuführen,  um  so  mehr, 
als  unseres  Wissens  weder  ein  deutsches  noch  französisches 
Lehrbuch  dieselbe  auch  nur  erwähnt. 

Newton  betrachtet  nämlich  alle  Arten  Grössen  als  durch 
stetige  Bewegung  (Flux)  erzeugt,  eine  Linie  z.  B.  durch  die 
Bewegung  eines  Punktes,  eine  Fläche  durch  die  Bewegung  einer 
Linie  etc.  Jede  so  erzeugte  Grösse  lieisst  eine  variable  oder 
fliessende  Grösse  (Fluente).  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
eine  Linie  fliesst,  ist  dieselbe,  als  die  Geschwindigkeit  des  sie 
beschreibenden  Punktes.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  eine 
Fläche  fliesst,  ist  dieselbe,  als  die  der  sie  erzeugenden  Linie  etc. 
Jede  stetige  Funktion  zweier  veränderlichen  Grössen,  ?/  =  F  (x), 
kann  man  nun  immer  durch  eine  Linie  dargestellt  und  die 
Linie  selbst  durch  die  Bewegung  eines  Punktes  beschrieben 
denken.  Die  Vorstellung  der  Bewegung  ruft  dann  aber  zu- 
gleich auch  die  beiden  anderen  damit  verbundenen,  nicht  in 
die  reine  Mathematik  gehörenden  Vorstellungen  von  Zeit  und 
Geschwindigkeit  hervor. 

Man  stelle  sich  nun  vor,  die  (verlängerte)  Ordinate  ]\IP 
bewege  sich  parallel  mit  sich  selbst  und  gleichförmig  an 
der  Abscissenacbse  hin,  während  sich  zugleich  ein  Punkt,  M, 
in  dieser  Ordinate  mit  einer  durch  die  Gleichung  y  =  F{x) 
vorgeschriebenen  Geschwindigkeit  bewegt.  Dem  die  Linie  be- 
schreibenden Punkt  M  legt  man  also  zweierlei  Bewegungen 
bei,  eine  nach  der  Abscissenrichtung,  welche  immer  gleich- 
förmig, sonst  aber  von  beliebiger  Geschwindigkeit  ist,  und 
eine  nach  der  Ordinatenrichtung.    Ist  die  gegebene  Gleicliung 


y  =  Y{x)  vom  ersten  Grade,  y  =  c(x-{-h,  so  ist  oftenbar 
Ay  =  ci.Ax  und  das  Wachstum  der  Ordinate  der  Zunahme 
(Abnahme)  der  Abscisse  stets  proportional,  der  Punkt  M  be- 
schreibt eine  gerade  Linie,  seine  Bewegung-  in  der  Ordinaten- 
richtung  ist  dann  ebenfalls  eine  gleichförmige,  mithin  sein 
Bewegungsbestreben,  d.  i.  seine  Geschwindigkeit  in  der  Ordi- 
natenrichtung,  konstant  (§  47).  Ist  aber  die  Gleichung  y^=F(x) 
nicht  vom  ersten  Grade,  so  ist  auch  die  Bewegung  des  Punktes 
M  in  der  Ordinatenrichtung  (aufwärts  oder  abwärts)  keine 
gleichförmige,  sondern  accelerierend  oder  retardierend,  je  nach- 
dem in  der  Differenz  Ay  =  p  Ax  -{-  MAx-  -\- das  zweite 

Glied  MA.^'""  luit  dem  ersten  2}Ax'-  einstimmig  ist,  oder  nicht 
(§  ^^7). 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die 
Ordinate  fliesst,  ist  hier  also  von  Punkt  zu 
Punkt  veränderlich.  Die  augenblickliche 
Richtung  des  die  krumme  Linie  beschrei- 
benden Punktes  M  ist  die  der  Tangente  MT. 
Der  Erste,  der  ein  vollständiges  Lehr- 
buch der  Fluxionsrechnung  geschrieben  hat, 
Maclaurin,  nimmt  nun  an  (um  unendlich 
kleine  Grössen  zu  vermeiden),  die  Abscisse  AP  fliesse  mit  be- 
ständiger Geschwindigkeit,  und  nennt  den  Weg  MR,  welchen  der 
Punkt  M  nach  der  Abscissenrichtung  in  einer  beliebigen  Zeit- 
einheit beschreiben  würde,  und  der  also  zugleich  die  Ge- 
schAvindigkeit  in  der  Abscissenrichtung  darstellt,  die  Fluxion 
der  Abscisse.  Unter  Fluxion  der  Ordinate  ist  dann  aber  der 
Weg  MV=RT  gemeint,  den  der  Punkt  in  der  Ordinaten- 
richtung in  derselben  Zeit  durchlaufen  würde,  wenn  seine 
Geschwindigkeit  (Bewegungsbestreben)  dieselbe  bliebe,  welche 
er  augenblicklich  im  Punkte  M  hatte,  so  dass  also,  statt  eines 
Bogens  MN,  in  derselben  Zeit  eine  gerade  Linie,  MT,  be- 
schrieben würde,  welche  die  Fluxion  des  Bogens  BM  heisst. 

Diese  Fluxionen,  deren  absolute  Grösse  unbestimmt  bleiben 
kann,  haben  offenbar  dasselbe  Verhältnis  zu  einander,  wie  in 
ihrem  verschwindenden  Zustande,  und  stimmen  also  völlig  mit 
dem  überein,  was  im  §  13  Differentiale  genannt  worden,  auch 
ist  die  Rechnung  mit  ihnen  ganz  dieselbe,  wie  mit  den  Diffe- 
rentialen, nur  die  Bezeichnung  ist  anders.     Die  aufeinander 
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folgenden  Fluxionen  von  y  werden  nämlich,  statt  mit  dij^  d'-t/, .... 

mit  y,  y, bezeichnet.    Wäre  z.  B.  y=^yf,  so  ist  y=^bx^.x. 

Nimmt  man  von  dieser  ersten  Fluxion  wiedernm  die  Fluxion, 
so  ist  y  =  20x^ .  et-,  dann  y  i=^  60a;- .  x^,  dann  ij  =  120a; .  x^  etc. 

K  =  bx^;  Ht-,  =  20x^  etc. 
X  X- 

Maclaurin  sagt*)  (Seite  420):  ,,Sir  Isaac  Newton  habe, 
um  die  Annahme  unendlich  kleiner  Grössen  zu  vermeiden, 
die  gleichzeitigen  Inkremente  {Aoc,  Ay,  As)  der  fliessenden 
Grössen  als  endlich  betrachtet  und  dann  die  Grenze  des  ver- 
änderlichen Verhältnisses  untersucht,  welches  diese  Inkremente 
noch  zu  einander  haben,  indem  er  sie  bis  zum  Verschwmiden 
abnehmen  lässt,  welches  Verhältnis  dann  dasselbe  ist,  wie  das 
der  Fluxionen.-  Dies  stimmt  aber  nicht  mit  Newton's  Aus- 
spruch: man  solle  sich  die  Inkremente  nicht  vor  und  auch 
nicht  nach,  sondern  im  Augenblick  des  Versehwdndens  denken, 
wodurch,  wie  uns  scheint,  die  Leibniz'sche  Vorstellung  der 
Infinitesimalgrössen  wieder  erweckt  \^drd.**)  Auch  giebt  Mac- 
laurin  (Seite  414)  zu:  „dass  die  Schlüsse  nach  der  Infini- 
tesimalmethode vollkommen  wahr  (accurately  true)  sind  und 
mit  denen,  worauf  die  Methode  der  Fluxionen  führt,  genau 
übereinstimmen  (agree  precisely)." 

2.   Polar -Gleichungen. 

73. 

Es  sei  r  =  f(fy)  die  Gleichung  einer  auf  Polarkoordinaten 
bezogenen  krummen  Linie,  VZ  ein  Stück  derselben,  A  der  Pol, 

*)  A  Treatise  of  fliixions  by  Colin  Maclaurin.  Edinburgh  1742. 
**)  Dieser  Meinung,-  nmss  auch  wohl  Thom.  .Simpson  g-ewesen  .';ein, 
der  deshalb,  um  jede  metaphysische  .Schwierigkeit  zu  vermeiden,  in  seiner 
,.doctrine  of  fluxions"  von  den  ursprünglichen  Newton'schen  Vorstellungen 
ab.sichtlich  abweicht.  (By  taking  fluxions  as  mere  velocities,  the  inia- 
gination  is  conlined,  as  it  were,  to  a  point,  and  without  proper  care,  in- 
sensibly  involved  in  metaphysical  difficulties.) 

Ob  man,  wie  Leibniz,  Poisson,  Herbart  u.  a.,  das  uiicudlicli 
Kleine  ernstlich  für  ein  wirklich  unteilbares  Element  oder  wie  andere, 
und  um  dadurch,  wie  man  meint,  jede  metaphysische  .Schwierigkeit  zu 
beseitigen,  nur  für  eine  nützliche  Fiktion  nehmen  will,  um  bequem  und 
schnell  die  Rechnung  einzuleiten,  ist  für  die  Rechnuni»-  stets  gleichgültig, 
da  ja  das  eine  wie  das  andere  zum  Ziele  führt. 
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so  ist  dadurcli  für  jeden  auf  dem  mit  dem  Radius  =  1  be- 

scliriebeiien  Abscissenkreise  abgesteckten  Bogen  om  =  8  (oder 

für  jeden  Polarwinkel  =  /  okm  ==  0)  der  zugehörige  Radius 

vector  AM  =  r,  mithin   die  Lage   des  Punktes  M  bestimmt. 

(Höhere  Geometrie  Seite  17.) 

Denkt  man  sich  durch  diesen  bestimmten  Punkt  M  eine 

Berührungslinie   gezogen   und   dieselbe   bis   an   die   auf   dem 

Radius  vector  errichteten  Senkrechten  TN   verlängert,   so 

heisst  hier  für  den  Punkt  M  MT  die  Tangente,  AT  die  Sub- 

tangente  und  MN  senkrecht  auf  MT  die  Normale  und  AN  die 

Subnormale. 

74. 

Aufgabe.  Allgemeine  Formeln  anzugeben,  nach  welchen 
man  die  eben  erklärten  vier  Linien  in  jedem  besonderen  Falle, 
wo  r^f{0)  gegeben  ist,  berechnen  kann. 

Auflösung  1.  Um  zuerst  den 
Winkel  «  oder  ß  zu  finden,  wel- 
chen die  Tangente  mit  dem  Radius 
vector  oder  mit  der  Subtangente 
macht,  lasse  man  den  Bogen  om 
=  6  um  das  Stück  arcm«'^  Aß 
wachsen,  so  wird  auch  der  Radius 
vector  AM  =  r  sich  um  ein  Stück, 
N'Q=A>',  ändern,  welches  gra- 
phisch dargestellt  ist,  indem  man 
aus  A  mit  AM  den  Kreisbogen  MQ 
beschreibt. 

Aus  der  gegebenen  Gleichung  r  =  f(e)  folgt  nun  r -\-  Ar 
=  /'(Ö+ A6>)  oder 

flr 
r+Ar  =  /-(6>)  +  ^.A6>  +  M.A0^  +  . 

dr 


de 


Ar- 


de 


A6>  +  M.  Ae'  + 


Ist  nun  ?irc mn'=  A&,  so  ist  arcMQ  =  r.  Aß.    Dividiert 

man  letztere  Gleichung  {Ar  =  ....)  beiderseits  durch  r .  Aß, 

N'Q 
so  erhalt  man  zr^^ ,  namlich: 
MQ' 


Ar 
rAß 


dr 


M.AÖ 


rdß 
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Denkt  man  sich  den  Bogen  MQ  sehr  klein,  so  würde  der 

N'O 
Quotient  :^-^  näherungsweise  gleich  der  trigonometrischen  Tan- 
gente des  Winkels  ß  sein.  Um  aber  diese  trigonometrische 
Tangente  ganz  genau  zu  "erhalten,  müssen  wir  A0  bis  zu 
Null  abnehmen  lassen,  alsdann  fallen  rechter  Hand  in  letzterer 
Gleichung  alle  Glieder  bis  auf  das  erste  weg  und  wir  erhalten 
durch  gleiche  Schlüsse  wie  in  §  8: 

dr  ^  reiß 


„de 


^  =  Y('  +  -^^)^ 


*  Auflösung  2.  Die  Infinitesimalmethode  macht  weniger 
Umstände.  Hiernach  ist  das  Diiferential  des  Bogens  om  =  d0^ 
der  Bogen  MQ  =  rde.  (§  67.)  Aus  dem  bei  q  recht-^dnkligen 
verschwindenden  (charakteristischen)  Dreiecke  nqM  hat  man  un- 
mittelbar: tg  a  =-  -T^ ;  St:r  =  rdß:  dr,  woraus  St^r^Y~  ^^^^ 

Beispiel  1.     Für   die   Archimedische   Spirale   hat   man 
(Höhere  Geometrie  §  96) 

dr a  dQ ^ 

Es  ist  also  hier  nach  den  vorhin  entwickelten  allgemeinen 
Formeln 

,  de        «  ^    2jr 

dr       2jc        a 

Die  Tangente  des  immer  grösser  werdenden  Winkels,  den  die 
Berührungslinie  mit  dem  Radius  vector  macht,  ist  also  immer 
gleich  dem  Polarwinkel  0.  Für  0=oo  steht  die  Tangente 
senkrecht  auf  dem  Radius  vector.     Ferner  hat  man 

^  _  ^d& a       „       a.  —  ^  —  JL 

Lübsen,  Infinitesimal  -  Rechnung.    7.  Aufl.  0 
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Die  Subnormale  ist  also  konstant,  wie  bei  der  Parabel. 

Beispiel  2.     Für  die  Exponentialspirale  hat  man 

0 

■    r  =  e   ; 

(//■ 0 d& 1  1 

de     . 

Die  Tangente  bildet  also  in  jedem  Punkt  mit  dem  Radius 
vector  immer  denselben  Winkel  «  =  45^.  Auf  diese  Eigen- 
schaft gründete  H.  Steinheil  die  Erfindung  seines  ingenieusen 
Wurfgeschützes,  mit  welchem  er  akkurate  Namenzüge  durch 
eine  tannene  Blende  schoss.     Ferner  ist 

■■•"  ■         ■    -    ••      S,=  e    =r;  T  =  rV2; 

S„  =  e^  =  r;  N  =  rV2. 

Es  sind  also  S^  und  S„  und  ebenso  T  und  N  immer  gleich 
gross. 

Asymptoten. 

75. 

In  der  analytischen  Geometrie  (§§  55,  56)  ist  schon  der 
sehr  merkwürdige  Umstand  besprochen,  dass  es  ins  Unend- 
liche laufende  krumme  Linien  giebt,  die  sich  einer  endlosen 
geraden  Linie,  Asymptote  genannt,  immerfort  nähern,  ohne 
sie  jedoch  je  völlig  zu  erreichen.  Auch  ist  daselbst  bei  der 
Hyperbel  nachgewiesen,  dass  die  Asymptote  einer  krummen 
Linie,  wie  unendlich  nahe  sie  ihr  auch  kommen  möge,  doch 
nicht  (wie  Viele  behaupten)  als  eine  Berührungslinie  derselben 
betrachtet  werden  darf,  welche  im  Unendlichen  einen  Punkt 
mit  der  krummen  Linie  gemein  hätte,  weil  dies  ja  einen 
Widerspruch  enthalten  würde,  indem  die  Gemeinschaft  eines 
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solclien  Punktes  das  vermeinte  Unendliche  zugleich  wieder  zu 
einem  Endlichen  (Begrenzten,  Vollendeten)  machen  würde. 
Die  Unendlichkeit  ist  ein  Prädikat  für  Gedankendinge,  mit 
deren  Konstruktion  wir  niemals  fertig  werden.  Es  ist  etwas 
ganz  anderes,  durch  den  Hilfsbegritf  der  Bewegung  sich  eine 
endliche  Grösse  in  unendlich  kleine  (unmessbare)  Teile  ge- 
teilt zu  denken,  als  das  unendlich  Grosse  zu  fassen.  Ein 
Punkt,  der  sich  nach  gerader  Linie  mit  Millionen  Meilen  Ge- 
schwindigkeit bewegt,  kommt  in  aller  Ewigkeit  nicht  zu 
Ende. 

Gauss  sagt:  ,Der  Gebrauch  einer  unendlichen  Grösse 
als  einer  vollendeten,  ist  in  der  Mathematik  niemals  er- 
laubt. Das  Unendliche  ist  nur  eine  fagon  de  parier,  indem 
man  eigentlich  von  Grenzen  spricht,  denen  gewisse  Verhält- 
nisse so  nahe  kommen,  als  man  will,  während  anderen  ohne 
Einschränkung  zu  wachsen  verstattet  ist.  Hierin  ist  aber 
nichts  Widersprechendes ,  wenn  der]  endliche  Mensch  sich 
nicht  vermisst,  etwas  Unendliches  als  etwas  Gegebenes  und 
von  ihm  mit  seiner  gewohnten  Anschauung  zu  Umspannendes 
betrachten  zu  wollen."*) 

Genau  betrachtet  ist  es  die  flüchtige  Phantasie,  welche 
uns  augenblicklich  eine  Pforte  zum  Eingang  jins  Unendliche 
vorgaukelt,  die  aber,  sobald  wir  in  unvollendeten  und  un- 
klaren Gedanken  angelangt  zu  sein  wähnen,  sofort  wieder  in 
endlosem  Nebel  verschwindet.  „L'infini  est  le  gouffre  oü  se 
perdent  nos  pensees." 

76. 

Denken  wir  uns  z.  B.  die  diskontinuierliche  Linie  kon- 
struiert, die  aus  der  Funktion 

a 

enspringt,  so  ist  klar,  dass  man  für  jedes  +x  gleiche  posi- 
tive Ordinaten  erhält,  die  mit  immerfort  wachsenden  +x 
kleiner  werden,  als  jede  angebbare  Grösse.  Die  Achse  der 
+  x  ist  hier  also  eine  Grenze,   welche   die   ihr  zugekehrten 

*)  Briefwechsel  zwischen  rxauss  und  Schumacher,  herau.sgegeben 
von  C.  A.  F.  Peters. 
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Äste  der  krummen  Linie  so  nahe  kommen,  als  man  will,  sie 
deshalb  aber  selbst  im  Unendlichen  (in  der  andern  Welt)  nie 
völlig  erreichen,  weil  die  Ordinaten  nie  absolut  Null  werden, 
weil  dies  ja  gleichbedeutend  wäre,  die  Grösse  a  durch  Tei- 
lung ganz  zu  vernichten.  Setzt  man  also,  um  in  der  üb- 
lichen  Bildersprache   zu   schreiben ,    a;  =  +  oo,    so    wird  — ^ 

nicht  absolut  Null,  sondern  eine  Infinitesimalgi'össe.  Die 
Achse  der  x  ist  daher  keine  Berührungslinie,  sondern  eine 
Asymptote. 

Solange  in  y  =  -^  das  x  noch  einen  endlichen,  wenn 
auch  noch  so  grossen  Wert  hat,  hat  auch  die  Potentiierung, 
oder   der   Exponent   2,   einen   Sinn.      Das   Symbol  — ^    ^^ß^' 

drückt  eine  unmögliche  Operation  aus,  indem  es  ungereimt 
ist,  eine  unendliche  (unvollendete)  Grösse  potentiieren  zu 
wollen.     Deshalb  sind  auch   die  Ausdrücke:  unendlich  grosse 

Grössen  höherer,  2ter,  3ter Ordnung  blosse  Redensarten 

und  ihre  Bezeichnungen  oo^,  oo'^, ...  ein  blosses  Zeichenspiel, 
nur  rein  formell,  welches  jedoch,  bei  gehöriger  Aufmerksam- 
keit, nie  auf  Irrtümer  führen  kann,  indem  man  in  kritischen 

Fällen,  statt  oo,  —  nur  sehr  grosse  und  sehr  kleine  bestimmte 
Zahlen  zu  setzen  braucht. 

Nehmen  wir  in  v  =  ^  die  Abscisse  x  =  +  l,  so  erhält 

X-  — 

man  die  Ordinaten  y^a.  Lassen  wir  nun  +a;  immerfort 
kleiner  werden,  so  wachsen  die  Ordinaten  ins  Unendliche  und 
überschreiten  also  jede  noch  so  grosse  angebbare  Zahl.  Dass 
aber  auch  die  Achse  der  y  keine  Berührungslinie,  sondern 
eine  wirkliche  Asymptote  ist  und  folglich  kein  Punkt  der 
krummen  Linie  in  die  Achse  selbst  fällt,  mitliin  auch  beide 
Äste  niemals  zusammenstossen,  folgt  aus  dem  vorhergehenden 

Raisonnement  (§  75)  und  auch  aus  der  Gleichung  y  =  ~^i  die 

man  auch  so  schreiben  kann:  x^^  +  V—  (Anal.  Geom.  §  67,  b), 

und  woraus  man  sieht,  dass  für  t/  =  oo  die  Abscisse  x  nicht 
absolut  Null,  sondern  eine  Infinitesimalgi'össe  wird. 
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Setzt  man  in  y  =  -ii  die  Abscisse  x=^().  so  wird  formell 

y  =  —  .     Dies  Symbol  darf  aber  hier  nicht  als  eine  wirkliche 

Ordinate  der  krummen  Linie  angesehen  werden,  welche  auf 
der  Achse  der  y  abzustecken  wäre,  sondern  als  eine  nie  zu 
erreichende  Grenze  der  Tangenten,  welche  an  die  krumme 
Linie  gezogen  werden  können.  Überdies  hat  es  keinen  Sinn, 
eine  Grösse,  «,  durch  ein  absolutes  Nichts  zu  dividieren,  weil 
selbst  in  einer  unendlichen  Einbildungskraft  kein  Quotient 
entspringen  kann,  der  mit  dem  absoluten  Nichts  multipliziert, 
die  Grösse  a  wiedergäbe.     Es  deutet  also  hier  das  Zeichen 

^=00,  oder,  indem  man  statt  dier  Null  besser  eine  Infini- 

tesimalgrösse  setzt,  ,.       .^  an,  dass  die  krumme  Linie  längs 

der  positiven  Ordinatenachse ,  zu  beiden  Seiten  derselben, 
ohne  Ende  fortläuft. 

77. 

Die  diskontinuierliche  Linie,  deren  Gleichung  y=^~i  ist, 
liat  olfenbar  dieselben  Asymptoten,  wie  die,  deren  Gleichung 

y  =  -ii.    Erstere  nähert  sich  aber  für  a?  ">  1  der  Abscissen- 

X- 

achse  viel  rascher,  und  für  a;  <^  1  der  Ordinatenachse  viel 
langsamer,   als   letztere.     Dies   ist   die  einzige  Deutung  der 

Symbole  — ,  — 5 ,  — 0  etc.,  sowie,  wenn  dx  eine  Infinitesimal- 

00    00"    00 

grosse  bedeutet:  -i-==oo,  ——^==:oo-  etc. 
dx  dx 

Anmerkung.  Man  kommt  bei  diesen  Retrachtungen 
unwillkürlich  auf  die  Vorstellung,  dass  krumme  Linien  mit 
unendlichen  Schenkeln  in  gerade  Linien  ausarten  können,  und 
dann,  wenn  sie  zugleicli  Asymptoten  haben,  in  einem  unteil- 
baren Abstände  mit  denselben  parallel  laufen.  Dieser  merk- 
würdige Umstand  ist  es  eben,  welcher  Gauss  zu  der  Behaup- 
tung berechtigte,  dass  in  der  Euklidischen  Geometrie  ein 
vollkommen  strenger  Beweis  über  den  Parallelismus  gar  nicht 
möglich  ist. 
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78. 


Die  Funktion  xy  —  ay  —  l)x^=()^  woraus 

y 


X  —  a 


.  ,  .   o..                17              ah~\-h .  dx         ah  ,  ,  ,„ 

ffiebt  für  x  =  a  +  dx.  y  =  — =—^ =  -r-^-  =  +  oo ;  und  für 

ic^  +  oo,  «/.=  — =  1).     Die.  ihr  entsprechende  ki'umme 

Linie  hat  also  zwei  Asjmiptoten,  wovon  die  eine,  im  Ab- 
stände =  a,  mit  der  ganzen  Ordinatenachse,  und  die  andere, 
in  dem  Abstände  =5,  mit  der  ganzen  Abscissenachse  parallel 
geht;  auch  weisen  die  Vorzeichen  +  zugleich  noch  nach,  an 
welcher  Seite  die  beiden  getrennten  Zweige  der  krummen 
Linie  liegen. 

Die  obige  Funktion,  auf  x  reduziert,  giebt 
all  a 

y  —  h      ^_^ 

y 

,   „..  ,   ,    ,  ah  +  ady        ah  ,  „  ,.. 

und  für  y  =  h  +  dy,  x  =      —        =  -—y-  =^  +  oo ;  ferner  für 

2/  =  +  oo,  sc  =  — '- — 7-  =  a,  mithin  dieselben  Asjanptoten. 
1— — 

79. 

Sind  also  die  etwaigen  Asymptoten  einer  krummen  Linie 
die  Achsen  selbst,  oder  laufen  sie  mit  denselben  in  bestimmten 
Abständen  parallel,  so  sind  dieselben,  wie  in  den  vorhergehen- 
den Beispielen  gezeigt,  leicht  zu  finden.  In  diesem  Falle  ist 
nämlich  y  =  oo  für  x  =  irgend  einer  Konstanten,  z.  B.  a;  =  a, 
und  x^=(x>  für  y  =  irgend  einer  Konstanten,  z.  B.  «/  =  b. 

Haben  die  Asymptoten  aber  andeie  Lagen,  so  ist  es  in 
der  Regel  am  besten,  sie  nach  folgender,  ganz  allgemeiner 
Methode  zu  bestimmen. 

..-.r.  Angenommen,  es  sei  BMN  ein  Stück  einer  krummen  Linie, 
deren  Gleichung  y  =  F(x),  und  DS  ihre  etwaige  Asymptote, 
D  und  E  ihre  zu  findenden  Durchschnittspunkte  mit  den  Ko- 
ordinatenachsen. 
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Denkt  man  sich  durch 
einen  Punkt,  M(x,  y),  eine 
Beriihrungslinie,  MT,  gezogen 
und  dann  den  Berührimgs- 
punkt  M  iimner  weiter  über 
N  hinausgerückt,  so  werden 
auch  die  Durchschnittspunkte 
T  und  C  immer  näher  an  D 
und  E  rücken,  ohne  sie  für 
ic  =  oo  überschreiten,  ja  selbst  nicht  erreichen  zu  können. 

Man  liat  also  nur  die  beiden  Linien  AT  und  AC  als 
Funktionen  von  x  auszudrücken  und  zuzusehen,  ob  diese 
Linien  für  x=<x)  (vorausgesetzt,  dass  ij  nicht  imaginär  ^^ird) 
endlich  bleiben  oder  unendlich  werden.  Im  ersteren  Fall  giebt 
es  eine  Asjnnptote,  im  anderen  Fall  keine.  Wii'd  die  eine 
Linie  endlich,  die  andere  unendlich,  so  geht  die  Asjinptote 
mit  der  einen  Koordinatenachse  parallel.  Werden  beide  Linien, 
für  X  =  Cd,  gleichzeitig  Infinitesimalgrössen,  so  geht  die  Asym- 
ptote durch  den  Anfangspunkt.  Da  aber  dieser  eine  Punkt 
die  Lage  derselben  nicht  bestimmt,  so  muss  man  in  diesem 

Falle  die  Grenze  des  Berührungswinkels  r  (nämlich  tg  r  =  y- 

suchen.     Weil  ^^^r  in  der  Figur  AT  negativ  und  AC  positiv 

angenommen,  und  also  AT  ^x  —  S^  und  AC  =-  —  AT .  -,— 

hat  man  (§  49) 

AT  =  ic  —  y  ^ (  O 

dy 

dy 


so 


AC 


y  —  x 


dx 


dy 


Hierin  sind  y  und    f-  Funktionen  von 
dx 


oc, 


(0 

Substituiert 
so  findet  man 


man  diese  Funktionen  und  setzt  dann  x 
die  (Trenzwerte  von  AT  und  AC. 

Beispiel  1.     Ist  die  Gleichung  der  krummen  Linie 
h 


y 


-Vx-  —  . 


so  ist 


dy 
dx 


Vx^  —  a^' 


a 
mithin 


A.Q  =  -^/x'  —  a^ 
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O  £>  -> 

X-  —  a- a- 

h         x^  ^       ab 


AT  =  a: 


a  a   -\ly^  —  a''  Vx'  —  a^ 

Beide   Linien   werden   füi-   a:;=oo   gleichzeitig   Null.*)      Die 
Asymptote  geht  also  durch  den  Anfangspunkt. 

Aus  tgT  = = ,  folgt  aber  für 

x=oo  und  mit  Berücksichtigung  des  doppelten  Vorzeichens 
tgT  =  +  -,  wodurch  die  Lagen  beider  Asymptoten  bestimmt 


sind 

Beispiel  2. 

Für  die 

krumme  Linie. 

deren 

Gleichung 

y  = 

1  «' 

X 

+  2a 

ist, 

hat  man 

dy_ 
dx 

X' 

x"-  — 
x^ 

a^    dx 

x^- 

"x^  — 

^' 

AT  = 

2ax 
a  —  X 

2a 
a 

-;    AC 

2ar   .   ^ 

= \-  2a. 

X 

X 

1 

Für  r»  =  oo  ist  AT  =  —  2a  und  AC  =  2a. 

Für  x  =  ±dx  ist  y  =  ±oo,  AT  =  0,  AC  =  i:3o. 

Um  also  keine  Asymptote  zu  verfehlen,  muss  mau  auch 

y  =  oo  setzen. 


*)  Also  nicht  absolut  Niclits,  sondern  unendlich  klein,  weil  der 
Punkt  T  der  Tangeute  TM  von  der  Asymptote,  als  nie  völlig  zu  er- 
reichende Grenze  der  Tangenten,  um  eine  Infinitesimalgrösse  entfernt 
bleibt. 


Viertes  Buch. 


Bestimmung  des  waliren  Wertes  einer  Funktion 
von  der  unbestimmten  Form: 

%,  g,  O.cx),  0«,  ^«,  1=^,  ^  —  ^. 
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Häne  gebrochene  Funktion  kann  für  einen  besondern  Wert 
der  veränderlichen  Grösse  auf  die  Form  {]  führen,  die  man 
nicht  als  bedeutungslos  übersehen,  sondern  deren  wahren  Wert 
man  bestimmen  muss. 

Konstruieren  wir  z.  B.  die  Funktion 

x^  —  8 

y 


2{x  —  2y 
so  hat  man  für  a;  =  0,  1,  2,  3, 

n,  9       ^1         0       Ol 

Ausgenommen  für  x  =  2,  erhält  man  für  jeden  andern 
positiven  oder  negativen  Wert  von  x  einen  bestimmten 
Wert  für  y.  Es  drängt  sich  deshalb  der  Gedanke  auf,  dass, 
weil  die  Punkte  für  Abscissen,  so  nahe  an  2,  als  man  will, 
stetig  aufeinander  folgen,  auch  für  die  Abscisse  x=2  die 
Ordinate  y=l  einen  bestimmten  Wert  haben  und  die  ge- 

brochene  Funktion  ^y— — -^  stetig  sein  muss.     Dass  sie  es 

^  \X u) 

wirklich  ist,  ergiebt  sich,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch 

X  —  2  dividiert.    Dann  hat  man  ^r-, pr^  = ■ — ^ — ■ — ,  und 

2{x  —  2)  2 

da  nun  beide,  nur  an  Form  verschiedene  Ausdrücke  für  jedes 

bestimmte  x  einerlei  Wert  haben  müssen,  so  muss  auch  für 

x  =  2,  ^-=6  sein. 


3 « 

kontinuierlich  und  für  x=2,  die  Ordinate  a  =  -|-6  ist. 


90 

Dasselbe  findet  man  auch  durch  Benutzung  der  Infini- 
tesimalgrössen.  Setzen  wir  nämlich,  um  beiderseits  unend- 
lich nahe  an  den  Punkt  der  krummen  Linie  zu  kommen, 
dessen  Abscisse  jc  =  2  ist,  2^dx  statt  2,  so  ist,  weil  höhere 

(2  +  dxY 8 

Potenzen  von  dx  gegen  niedrigere  wegfallen,  ^.^"3,    ,   ^. 

+  12   dx 
=  —;  ^  \    =  +  6.     Der  Quotient   ist   eine   endliche   Grösse 

+  2 .  ax 

und  hat  nur  ein  Vorzeichen,  als  Beweis,  dass  die  Funktion 

X' 

2  (ic  —  2) 

sin  X 
Die  gebrochene  Funktion  — s-  dagegen,  welche  für  x  =  0 

ebenfalls  auf  das  algorithmische  Symbol  [}  führt,  erkennt  man 
auf  den  ersten  Blick  als  eine  diskontinuierliche.  Denn  denkt 
man  sich  für  x  sehr  kleine,  der  Null  immer  näher  kommende, 
sowohl  positive  als  auch  negative  Brüche  gesetzt,  so  leuchtet 
ein,  dass  der  Quotient  sowohl  im  positiven  als  negativen  Sinne 
über  alle  Grenzen  wächst,  und  dass  also  für  x  =  0  der  Bruch 
sin  ic      „       , 

X^  ■■''■■' 

Die   ganze  Ordinatenachse   der  Linie   2/  =  —^-  ist  eine 

Asymptote.  Die  Abscissenachse  wird  nach  beiden  Seiten  hin 
unzähligemal  durchschnitten,  weil  der  Zähler  sinic  für  wach- 
sende +  x  abwechselnd  positiv  und  negativ  und  Null  ist. 

sin  X 
Setzen  wir  in  — 5- ,  um  unendlich  nahe  an  den  Punkt 

X" 

zu  kommen,  dessen  xA.bscisse  x  =  0  ist,  -j^dx  statt  0  und  be- 


denken,  dass   sin dx  =  dx,   so   ist  hier  für  a?  =  0,   "^^^^^^  —  -°- 


X 

+  dx      +1 


sina;__ 


=  +  00. 


Ferner  ist  für  x  =  0,-^=^  =  FB  =  ^"  ^^c.  (§  76.) 


dx^         dx 

sin  iK ^ +  dx 

x^        ^      +  dx^ 
Man  kann  auch  die  Lehren  der  Analysis  zu  Hilfe  nehmen. 
So  ist  z.  B.  (Analysis  §  80) 

Sin  üß        00 6'*^    "*|    T2U*^    '  '  •  6        ~i     T'Il)  *  *  • 
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Lässt  man  nun,  sowohl  von  positiver  als  auch  negativer 

Seite  her,  ii?  =  0  Averden,  oder  setzt  man  statt  x  die  Infini- 

sin  oß 
tesimalgrösse    +  dx .    so    hat    man    wieder    —^  ==  +  oo   für 

x  =  0. 

F  (x) 
Die  Ursache,  weshalb  eine  gebrochene  Funktion,  ^^7^, 

f{x) 

für  einen  gewissen  Wert  von  x  auf  die   unbestimmte  Form 

]}  führen   kann,   liegt   also    offenbar  darin,   weil  Zähler  und 

Nenner  einen  Faktor  gemein  haben,  der  für  diesen  Wert  von 

X  verschwindet. 

Obgleich  nun,  sowie  in  vorhergehenden  Beispielen,  auch 

F(x) 
in  anderen  Fällen,  wo  eine  gebrochene  Funktion    . /  .  ,  für 

f(x) 

einen   besondern  Wert   von   x,    den   wir   mit   x^^   bezeichnen 

wollen,  auf  die  Form  j}  führt,  der  gemeinschaftliche  Faktor 

von  F  (x)  und  f\x)  sich  immer  nach  den  Lehren  der  Ana- 

F(x  ) 
lysis  entfernen,  und  der  wahre  Wert  von  --—(  =  i  bestimmen 

lässt,  so  geschieht  dies  doch  in  vielen  Fällen  leichter  durch 
Differentialrechnung,  wie  der  folgende  Paragraph  zeigen  wird. 

81. 

Setzen  wir  in  der  gebrochenen  Funktion'    ^)  /,   welche 

■  fix) 
für  x  =  Xq  auf  D  führt,  XQ-\-h  statt  x  und  entwickeln  sowohl 
Zähler  als  Nenner,  jeden  besonders,  nach  dem  Taylor'schen 
Lehrsatz  (§  46),  so  ist 

F{x,  +  h)_Fix,)JrF'ix,).h  +  W'iXo)'h'  +  -:-.^ 

fix, + h)    fix,) + r (x,) . h + i/'^)./^^ +...:■ 

oder  weil  rechter  Hand  im  Zähler  und  Nenner  F  (x,)  und 
fix,)  Null  sind,  nach  Weglassung  derselben  und  darauf  fol- 
gender Kürzung  durch  h 

F  (x,  +  h)  _  F'K)  +  Wi^o)  •  /^  +  •  •  •  .^. 

fi^o  +  h)      rix,)-}-lf"ix,).hJr... ^  ^ 

Setzt  man  nun  beiderseits  h  =  0,  oder  h  =  einer  Infinitesimal- 
grösse,  so  ist  aucli 

F(x,)_Q_F'(x,) 
fi^o)       0       f'(x,)^ 
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F(x) 
d.  h.  also,  wenn  eine  gebrochene  Funktion,  ^r^y,  für  einen 

besondern  Wert  von  x  =  x^  auf  den  unbestimmten  Aus- 
druck ^  führt,  so  findet  man  den  wahren  (endlichen)  Wert 
desselben,   indem  man  ganz  einfach  Zähler  und  Nenner  des 

F  (x) 
Bruches  ^;  .  ,  jeden  besonders,  differentiiert  und  durch  dx 
f(x) 

F'  (x) 
dividiert,  alsdann  in  -~^  für  x  wieder  denselben  Wert  x^, 
f  {x)  " 

Y'  (x) 
substituiert.    Sollte  auch   .,  >  *r  wieder  auf  -%  führen,  so  muss 

f  (^o) 

man  diese  Operation  wiederholen  und  Zähler  und  Nenner  der 

Funktion   n,)  (  aufs  neue  differentiieren  etc.    Dies  folgt  auch 

/    V') 

aus  der  obigen  Entwickelung  (1),  wo  dann  im  Zähler  und 
Nenner  die  beiden  ersten  Glieder  verschwinden.  Dividiert 
man  darauf  durch  ^Jr,  und  setzt  h  =  0,  so  ist  in  diesem  Fall 
Fix,)_0_F"ix,) 


2,  so 


fix 

o)        0 

rw 

Beispiel 

1.     Für  x  = 

2  ist 

x^ 

2(x 

—  8         0 

—  2)       0 

,  und  da  — 
ist  hier 

x^—8)      ^  „    d 
dx 

0       3^^      . 

0=2=^- 

.2(a;  — 
dx 

■2) 

Beispiel 

2.     Für  x  = 

=  0  ist*) 

1- 

-  cos  X       0 

sin  X      ^      cos  a?       1 

X-            0 

2x        *^          2 

2 

Beispiel 

3.     Für  x  = 

=  90«  ist 

cosa;- 

—  sin  x-\-l 

0       —  sin  X  — 

COSiC 

t 

COS  a? -j- sin  ic — 1       0      — sin  o; -f- cos  cf 
Beispiel  4.     Für  x  =  a  ist 
a  —  X  —  ala  -\-  alx 0 {2ax  —  x-)- 


a 


—  V2ax  —  x-         0  x 


1  —  cos  X 


*)  Es  ist  (Aiialysis  §  80) 

\        1.2^1.2.3.4  7  1 


x^  x"  1.2 


=  (fürx  =  0). 
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82. 

Aufgabe,     Man   bestimme   die  Werte  folgender  Funk- 
tionen: 

1.   Für  x  =  0. 

,  .    e^ — e~'^  ,   .   sin^a:  ,  .   sina? 

,  -^  X  —  sinic  ,  .   e — e~^ — 2,x  ,  .   (x  —  }f 

(0 3 — ;       (0 = ;       (0 ; 

^  '         x^  X  —  sina:  x 


2.    Für  x=\. 

c^^^;     ^'^w^v     (''^^=t;     M-i^' 


Auflösung.     Man  findet  der  Reihe  nach  die  Werte: 
2;  0;   1;  \;  2;  la  —  lh;  1;  i;  »;  —1. 


83. 

F(.-r) 
Giebt  die  gebrochene  Funktion  ^;  !  für  ic  =  Xn  den  Aus- 

druck  ^,  so  lässt  sich  dieser  Fall  auf  den  vorhergehenden  ^ 
zurückführen.     Denn  ist  F  {x^  und  f{x^  =  oo,  so  ist 

und  -^, — r-  =  0.    Nun  ist  aber 


1 

g      «^     _J_     \¥{x,)\-^      0      [FK)]-?F'(Xo)     [^W?-F'W 
F(^o) 

[P^jj^rw^Fw 

F_W  =  oo_F>o) 
fix,)       öc       7.(^J- 

Die  Regel   bleibt   also   ganz   dieselbe,   wie  in  §  81.     So  ist 
z.  B.  für  a;  =  90" 
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tg  ^x 3Q 5      ^     1     5  cos-  X       ^ 

tg  X       °^      cos^  5a; '  cos-  x      cos-  bx       " 

-AttH^  lehn^-^  -lO.cosa^.sina;   _sin2a;_,    ^^^^^^ 
—  10  .cos 5a?. sin 5 j;      sin  lOa?       ^ 

2cos2:r  2  cos  180*^         —2 


lO.coslOx      10. cos  900«      —10      ^' 

84. 

Führt  das  Produkt  F(x).f(x)  für  x=^Xq  auf  die  Form 
0 .  oo,  wo  also  F  (x^)  =  0  und  /"(a?o)  =  oo  ist,  so  lässt  sich  auch 
dieser  Fall  wieder  auf  f,  oder  ^  zurückführen.    Denn  es  ist 

FW.A.o)  =  0.oo  =  Fg)^__g^^O^  nnthin 

Beispiel.     Für  a?  =  0  ist 

a;.Z^  =  — 0.(30  =  -^  =  — ^=  —  ^  =  —  a:=0. 

;;  iwbfWil4v;it,ii-io  85. 

Führt  eine  Exponentialfunktion,  [F{x)Y^''\  für  a;  =  a;o 
auf  eine  der  Formen  O**,  oo«,  1*,  so  setze  man,  um  auch 
diese  Fälle  auf  den  vorhergehenden  -^  oder  ^  zurückzuführen, 
den  gesuchten  konstanten  Wert  der  Funktion  ^A,  so  dass 
also 

A  =  [F(x)yw 

Nimmt  man  nun  beiderseits  die  Logarithmen,  so  ist 
lA  =  f{x).1F{x), 

und  man  muss  nun  den  Wert  des  gebrochenen  Exponenten 
für  x=^Xq  bestimmen. 
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Beispiel  1.     Für  x  =  1  ist 

e 

Beispiel  2.     Für  a:=^0  ist 

£  ?  g  +  g)  1 

Beispiel  3.     Für  j:  =  oo  ist 


c+l) 


1\^  -1  ^         i-pi- 
l -\ ==  1^^=  e             =e  ==e        =e. 


Beispiel  4.     Für  a;  =  1  ist 

?  (1  —  X) 


—  1  a: 

—  X)        =0"  =  e  =e    =e        =  1. 

Beispiel  5.     Für  x=l  ist 

-  ?  (1  —  g) 


1— a;, 

86. 

Führen  endlich  zwei  gebrochene  Funktionen  auf  die  Form 
oo  —  oo,  so  muss  man  sie  auf  einerlei  Benennung  bringen.  So 
ist  z.  B.  für  a;  =  1 

1  1  lx  —  x4-l       0 

—  oo  —  oo  —  — 


x  —  1       Ix  (x  —  l)lx        0 

i-1 

X  „  1 — X  — 1 


Ix 


x—1       "      xlx-\-x—l      /jc+1  +  1 


x 


87. 


In  den  Fällen,  wo  die  für  x  =  Xq  im  Zähler  und  Nenner 
verschwindenden  Faktoren  auf  gebrochene  Potenzen  erhoben 
sind   und   also   die  Reihen   in   (1)  §  81   nicht  nach  ganzen 
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Potenzen  von  A«  fortschreiten  können,  wie  es  die  Differential- 
rechnung verlangt,  kann  dieselbe  auch  zur  Bestimmung  des 
wahren  Wertes  der  gebrochenen  Funktion  keine  Dienste 
leisten  (§  46).  Man  muss  dann  Hilfe  in  der  Analysis  suchen, 
welche  ohnehin  manchmal  viel  schneller,  als  die  Differential- 
rechnung zum  Ziele  führt.     Ist  z.  B. 

(x'^  —  a^f 

y=- f' 

{x  —  aj^ 
so  ist,  wenn  x  =  a  ist,  y  =  ^. 

Das  Differentiieren  (welches  hier  kein  Ende  nimmt)  würde 
hier  nicht  zum  Ziele  führen.*)  Man  setze  deshalb  a-^h  statt  x, 
so  ist 

[{a-\-hY-a^^f     _(2ah-{-Jf-f_}fii2a-]-hf_  f 

y= _  -  _  -  _  ^^a  -f-  /l) 

{a  +  h-ay  h^  h^ 

3. 

setzt  man  jetzt  h  =  Q,  so  ist  i/^^  =  (2a)^. 
Beispiel.     Es  ist  für  ic  =  a 


afi—  4ax^-  -f  7a^x  —  2a^  —  2a'V2ax  —  a'_0 
^~  x"  —  2ax  —  a^'-\-  2aV2ax  —  x"  ~  0  ' 

Setzt  man,  weil  das  Differentiieren  hier  zu  weitläufig  ist, 
a  -\-  h  statt  X,  so  ist 

2a^  +  2aVi  —  ah^  A-h^  —  2a  Va^  +  2ah 
y  = ' ^ ,  (i) 

—  2(1^4-/^2  + 2aya^  —  /^2 

2h: 


Verwandelt  man  Va^ -}- 2ah = a  ( 1  +  — ) "  und  Va^--P= 
ail 2)^  in  Keihen,  so  ist 


X         jp2 ^2  2x 

'*)   Aus    der   Gleichung   folgt:    y^  = =  -g=  — =  2a,    daher 


y^{2ay 
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Dies  in  (1)  substituiert  und  gehörig-  reduziert,  kommt 
y  h'        J^_       ~ 1 ^1^ 


Aa-       '  a"^       '  ■  ■  4a- 


^  a' 


Setzt  man  nun  }i^=0,  so  ist  für  x^a 


Lü  b  s  en.     Infinitesimal  -  Kecbnung.    7.  Aufl. 


Fünftes  Buch. 


Maxima  und  Minima. 


88. 

Üjine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Diiferentialrecli- 
nung  besteht  darin,  diejenigen  Werte  der  absolut  veränder- 
lichen Grösse  zu  bestimmen,  für  welche  die  daraus  gebildete 
Funktion  sich  im  Zustande  des  Maximums  oder  Minimums 
befindet.     Sei  allgemein 

eine  gesonderte  Funktion,  die  wir  uns  der  bessern  Anschauung 
halber  konstruiert  denken  wollen.  CD  (s.  die  Figur  S.  99) 
möge  ein  Stück  der  entsprechenden  krummen  Linie  sein. 

Denkt  man  sich  diese  fingierte  krumme  Linie  durch  den 
Endpunkt  der  parallel  mit  sich  selbst  fortgleitenden  ver- 
änderlichen Ordinate  CB  beschrieben,  so  sieht  man,  dass  die- 
selbe eine  Zeit  lang  wächst,  von  C  bis  M,  und  dann  wieder 
abnimmt,  von  M  bis  m;  ferner  wieder  wächst  und  wieder  ab- 
nimmt etc. 

Man  sagt  nun,  die  Ordinate  MP  befinde  sich  im  Zu- 
stande des  Maximums,  wenn  die  nächst*)  vorhergehende 
und  nächst  folgende  Ordinate  beide  kleiner  sind.  Bei  un- 
serer fingierten  Linie  wäre  dies  viermal  der  Fall,  nämlich 
bei  M,  N,  0  und  Q.  Die  Ordinate  befindet  sich  dagegen  im 
Zustande  des  Minimums,  wenn  die  nächst  vorhergehende  und 


*)  Wir  sagen  hier  absichtlich:  nächst  (unmittelbar)  vorhergehende 
und  folgende,  um  für  den  Fall,  wo  die  Funktion  sehr  naheliegende  Maxima 
oder  Minima  hätte,  keins  davon  zu  überspringen. 
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nächst  folgende  Ordinate  beide  grösser  sind,  wie  es  hier  in 
den  Punkten  m,  )i,  o,  q  der  Fall  ist. 


Hi 


Um  also  in  den  Zustand  eines  Maximums  zu  kommen, 
muss  die  Ordinate  erst  eine  Zeit  lang  wachsen  und  darauf 
wieder  abnehmen;  umgekehrt  ist  es  beim  Minimum,  da  muss 
die  Ordinate  erst  abnehmen  und  darauf  wieder  wachsen,  wo 
dies  nicht  der  Fall  ist,  da  kann  auch  von  einem  Maximum 
oder  Minimum  nicht  die  Eede  sein.  Die  Parabel  z.  B.  kann 
also  weder  ein  Maximum  noch  Minimum  haben. 

89. 

Die  figürliche  Darstellung  der  Funktion  y  =  F  (x)  durch 
eine  krumme  Linie  führt  wohl  allein  schon  zu  der  richtigen 
Vorstellung,  dass  für  diejenigen  Punkte,  wo  die  fortgleitende 
Ordinate  sich  im  Zustande  eines  Maximums  oder  Minimums 
befindet,  wie  z.  B.  in  M,  m,  Q,  q,  die  Berührungslinie  ent- 
weder  parallel    mit    der   Abscissenachse,    oder    senkrecht 

ch/ 
darauf  sein  und  mithin  der  Differentialkoeffizient  -y-   (die  tri- 
gonometrische Tangente  des  Berührungswinkels)  =  0  oder  =  oo 
sein  muss.*) 

Um  jedoch  diese  Behauptung  zu  beweisen  und  zugleich 
eine   allgemeine  Regel   aufzustellen,   nach   welcher   man   den 


*)  Vorausgesetzt  jedoch,   dass  für  den  Wert  vou  x,  für  welchen  ^ 


0,  X,  die  Funktiou  selbst  uicht  imaginär  Ist.    Ist  z.B.  y  ^  ~\/x'  —  a-, 


flu  ^  3'  ^.  ^      »T     ,,  .... 

so  ist   -;-  =  —  . für  X  =  0.  ^ulI,  !/  aber  imaginär. 

dx       a    -^xi  —  a- 


a 
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Wert  (die  Werte)  von  x  bestimmen  kann,  für  welchen  die 
Funktion  y  =  Y  {x)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  lassen 
wir  dieses  unbekannte  x  um  eine  sehr  kleine  Grösse,  l\x 
wachsen,  so  ist 

Da  nun  unter  allen  Umständen  (selbst  in  den  Ausnahme- 
fällen) der  erste  Differentialquotient  -j-  die  trigonometrische 

Tangente  des  Berührungswinkels  giebt,  so  ist  vermöge  §  47 
folgendes  klar: 

(Jitl 

1.  Solange  der  erste  Differentialquotient  -j-  positiv  (und 

endlich)  ist,  ist  der  Berührungswinkel  spitz  und  es  wächst 
die  Ordinate  (Funktion)  z.  B.  von  C  bis  M,  von  m  bis  N, 
von  0  bis  Q. 

2.  Solange  der  erste  Differentialquotient  negativ  (und 
endlich)  ist,  ist  der  Berührungswinkel  stumpf  und  es  nimmt 
die  Ordinate  ab,  z.  B.  von  M  bis  m,  von  Q  bis  ({. 

3.  Wenn  also  die  Ordinate  (Funktion)  vom  Wachsen  zum 
Abnehmen  oder  umgekehrt  übergeht,  so  muss  notwendig  auch 
der  erste  Differentialquotient  sein  Vorzeichen  umkehren,  und 
mithin  für  die  Werte  von  a?,  wo  dieser  Übergang,  also  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet ,  notwendig  =  0  oder 
=  ao  sein.*) 

90. 

Es  ist  also  klar,  dass  nur  für  solche  Werte  von  x  die 
Ordinate  (Funktion)  y^Y{x)  in  den  Zustand  eines  Maxi- 
mums  oder   Minimums   kommen   kann,    für   welche   zugleich 

auch  der  erste  Differentialquotient  j^  =  F'(x)  entweder  =0 


*)  Eine  Funktion  einer  veränderlichen  Grösse,  F(x)  oder  '^'{x),  kann  über- 
haupt nur  ihr  Vorzeichen  ändern,  d.  h.  vom  Positiven  zum  Negativen  oder 
umgekehrt  übergehen,  indem  sie  erst  0  oder  oo  wird.  Die  Funktion  («  —  cc)* 
z.  B.  ist  für  ic  <  a  positiv,  für  a;  >  a  negativ,  für  03  =  a  Null.   Die  Funktion 

r^  ist  für  x  =  a  unendlich,  geht  also  vom  Positiven  zum  Negativen 

(ft  —  xy 

durchs  Unendliche  über. 


I 
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oder  =  oo  ist.    Umgekehrt  darf  man  jedoch  nicht  behaupten, 

ein 

dass  für  alle  die  Werte  von  x,  für  welche  -t^  =  0  oder  =00 

dx 

ist,  auch  notwendig  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfinden 
müsse.  Denn  es  kann  der  erste  Diflferentialquotient  eine  Zeit 
lang  positiv  (negativ)  sein,  bis  zu  Null  abnehmen  (Punkt  t\ 
oder  auch  unendlich  werden  (Punkt  v),  und  dann  statt  sein 
Vorzeichen  zu  ändern,  wieder  ins  Positive  (Negative)  über- 
gehen, so  dass  also  die  Ordinate  von  q  bis  D  fortwährend 
wächst.  Zwischen  diesen  Pimkten  kann  es  demnach,  der  Er- 
klärung §  88  zufolge,  weder  Maxima  noch  Minima  geben. 
Für  ein  Maximum  oder  Minimum  ist  ausser  der  Bedingung 

-f-^0  oder  ^00  auch  notwendig  noch  die  erforderlich:  dass 

der  erste  Differentialquotient  im  Übergange  durch  diesen  Zu- 
stand sein  Vorzeichen  ändert  (§  89,  1,  2,  3),  weil  die  nächst 
vorhergehende  und  folgende  Ordinate  beide  kleiner  (grösser) 
sein  müssen. 

91. 

Als  eine  ganz  allgemeine  Regel,  die  Werte  von  x  zu 
finden,  für  welche  die  Funktion  (Ordinate)  y=^F(x)  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  ist,  könnte  demnach  folgende  dienen: 

1.  Man  diti:erentiiere  die  vorliegende  Funktion  und  suche 
den  Wert  (die  Werte)  von  x,  für  welchen  der  Differential- 
quotient F'(a;)  =  0  oder  F'(a?)  =  oo  wird.  Hat  man  diesen 
mit  Xq  zu  bezeichnenden  Wert  [die  Wurzeln  der  Gleichung 
F'  (x)  =  0  oder  F'  (a?)  =^  00]  gefunden,  so  sehe  man  zu,  ob  der 
nächst  vorhergehende  und  nächst  folgende  Wert  dieses 
Differentiahiuotienten,  d.  h.  wenn  h  eine  hinreichend  kleine 
Grösse  bedeutet  (Rdbk.  §88),  ob  F'(a?(,  — //)  und  F' (a.'o -f /«) 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.     Ist  dann 

2.  F' (Xq  —  h)  positiv  und  F'{xQ-\-]i)  negativ,  so  geht 
die  Funktion  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  über,  und  es 
findet  ein  Maximum  statt  (Punkt  M,  Q  etc.).  Umgekehrt 
findet  ein  Minimum  statt ,  wenn  F'  (x^  —  //)  negativ ,  und 
F'  {Xq  -j-  h)  positiv  ist.  Die  Funktion  geht  in  diesem  Falle 
vom  Abnehmen  wieder  zum  ^^^achsen  über  (Punkt  w,  n,  q). 
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92. 


Für  die  am  häufigsten  vorkommenden  Maxima  und  Minima, 
wo  die  Berührungslinie  mit  der  Abscissenlinie  parallel  geht, 
und  mithin  alle  Difi'erentialquotienten  stetig  bleiben,  giebt  uns 
der  Taylor'sche  Lehrsatz  noch  eine  andere  Regel,  welche 
meistens  viel  leichter  anzuwenden  ist,  als  die  im  vorher- 
gehenden Paragi^aphen  gegebene  ganz  allgemeine  Regel. 

Ist  nämlich  x^  der  Wert,  für  welchen  y^F{x)  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  wird,  so  sind  F  (x^ — Ax)  und  F  {x^  -\-Aoc) 
die  nächst  vorhergehenden  und  nächst  folgenden  Ordinaten. 
Oder,  indem  man  diese  beiden  nächsten  Zustände  nach  dem 
Taylor 'sehen  Lehrsatz  entwickelt: 

F  (X,  +  Ax)  =  F  (x,)  +  F'  (x,) .  AX  +  F"  (x,)   ^""^  ~  ■ 


1.2^^-- 

wo  die  Glieder  mit  geraden  Potenzen  von  ^  Aa^  in  beiden 
Fällen  dieselben  Vorzeichen  haben.  Da  nun  aber,  sowohl  für 
ein  Maximum  als  Minimum  der  erste  Differentialquotient 
F'(a?o)  =  0  ist,  so  bleibt  uns  noch 

Fix,:^Ax)  =  F{x,)-{-F"{x,).f^  +  F"'(x,).^^  +  .... 

Je  nachdem  nun  für  denselben  Wert  x^,  für  welchen  der 
erste  Differentialquotient  F'  {Xq)  =  0  wird,  der  zweite  Differen- 
tialquotient F"  {Xq}  positiv  oder  negativ  ist,  wird  die  Ordi- 
nate F(Xo),  sowohl  rückwärts  als  vorwärts  gleitend,  wachsen 
oder  abnehmen,  d.  h.  die  unmittelbar  vorhergehende  und  fol- 
gende Ordinate  F  {Xq  —  Ax)  und  F  (Xq  -{-  Ax)  grösser  oder 
kleiner  als  F{Xq),  mithin  letztere  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum sein. 

93. 

Zur  Bestimmung  derjenigen  Maxima  und  Minima,  wo  die 
Berührungslinie  parallel  mit  der  Abscissenachse  geht,  lautet 
also  die  einfache  Regel:  Man  setze  den  ersten  Differential- 
quotienten F'(ic)=^0  und  substituiere  den  Wert  x^,  welcher 
dieser  Gleichung  Genüge  leistet,  in  den  zweiten  Differential- 
quotienten F"  (x).  Je  nachdem  dieser  dann  positiv  oder  negativ 
ist,  hat  man  ein  Minimum  oder  Maximum. 
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Zusatz.  Es  kann  sich  treffen,  dass  für  denselben 
Wert  Xq,  für  welchen  der  erste  Differentialquotient  =0  wird, 
auch  der  zweite  Differentialquotient  =0  ist,  alsdann  hätte 
man  noch 

Ist  nun  der  dritte  Differentialquotient  F"'{Xq)  positiv, 
so  wird  offenbar  (§  46,  5)  mit  wachsender  Abscisse  (-f-  Ax) 
auch  die  Ordinate  F  (Xq)  wachsen,  und  mit  abnehmender  Ab- 
scisse ( — Ax)  abnehmen,  weil  ( — Axf^ — Ax^.  Es  ist  dann 
F(iCo  — Aa?)  <F{Xq)  und  F(Xq-\-Ax)  >  F  (a:^.  Ist  der 
dritte  Differentialquotient  negativ,  so  hat  man  umgekehrt 
F(Xq — A-^)  ^F{Xq)  und  F{Xq-\-Ax)  <F(a;J.  In  beiden 
Fällen  kann  also  F(iCo)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Mini- 
mum sein  (§  88). 

Ist  aber  für  denselben  Wert  von  x,  für  welchen  sowohl 
der  erste  als  zweite  Differentialquotient  =0  ist,  gleichzeitig 
auch  der  dritte  =0,  so  hat  man  noch 


^iv 


{±Axy  ,  ^y,  .     {±Ax) 


F(x,:^Ax)^F(x,)-{-r'{x,).Y=^^-^F\x).^^^^^+.... 

und  es  ist  dann  F  (Xq)  ein  Maximum,  wenn  der  vierte  Diffe- 
rentialquotient negativ,  ein  Minimum  dagegen,  wenn  er 
positiv  ist  etc.,  d.  h.  wenn  für  einen  Wert  von  x  =  Xq  mehrere 
aufeinander  folgende  Differentialquotienten  vom  ersten  an 
gleichzeitig  verschwinden  F'  (Xq)  =  0,  F"  (Xq)  =  0  etc.,  so  findet 
nur  dann  ein  Maximum  oder  ]\Iinimum  statt,  wenn  der  zuerst 
nicht  verschwindende  von  gerader  Ordnung  ist. 

94. 

Aufgabe  1.     Für  welchen  Wert  von  x  wird 

2/  =  |'-2.x-'^  +  3a::  +  5 

ein  Maximum  oder  ^Minimum? 

Auflösung.     Nach  der  gegebenen  Regel  ist  hier 

^^=^oc-  — 4a.  +  3, 
ax 
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dx- 


Aus  ^-  —  43;  + 3  =  0  folgt  ic  =  2  +  l. 

d-i/ 
Für  X  =  3  wird  j4  =  2.3  —  4  also  positiv,  ?/  ein  Mini- 
mum. 

d-y 
Für  x  =  l  wird  ~  =  2  —  4  also  negativ,  y  ein  Maxi- 
mum.   Und  zwar  ist  das  Minimum  =5,  das  Maximum  =6^. 

95. 

Aufgabe  2.     Man  bestimme  die  Maxima  oder  Minima 
von  der  Funktion 

2/ =?  —  f  ^' +  4a?' —  5x- +  3x- +  1. 

o 
Auflösung.     Aus  der  Gleichung 

^  =  x^  —  6x^  +  12x-  — 10x4-3  =  0 
dx  ' 

findet  man,  dass  sie  die  vier  reellen  Wurzeln  1,  1,  1  und  3 
hat.  (Analysis  116.)  Um  zu  entscheiden,  ob  für  a;=l  und 
a?  =  3  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfindet,  substituieren 
wir  diese  Werte  statt  x  in 

f^  =  4x^  —  I8:c-^  +  24a'  — 10. 
dx- 

d-y 
Für  x  =  3  ist  y4  positiv,  daher  ein  Minimum  ?/^0,l. 

Für  re  =  l  hingegen  ist  auch  y4  =  0,   deshalb   müssen 
wir  noch  weiter  differentiieren 
dy 
dx' 

Für  x^^l   ist  auch  der  dritte  Differentialquotient  =  0, 
der  vierte  aber,  nämlich 

g  =  24x-:3e 

ist  für  X  =1  negativ.  Für  x  ^-=  1  ist  also  y  ein  Maximum 
=  1,7. 


^3  — 12.r'-  — 36X  +  24. 
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Anmerkung-.  Der  Grund,  dass  für  denselben  "Wert 
von  X  mehrere  successive  Diiferentialquotienten  =0  werden 
können,  ist  leicht  einzusehen.  In  obigem  Beispiel  lässt  sich 
der  erste  Dilferentialquotient,  in  Faktoren  zerlegt,  auch  so 
schreiben : 

^  =  (a;  — iy\(a^  — 3).  mithin  (§  22) 
^  =  (a;  —  3) .  3 1;^  —  1)-  +  ix  —  \f  =  {x  —  1)-  (4j;  —  1 0) 

^  =  (4r— 10).  2(a:—  1)  +  (x—  1)-.  4  =  {x—\)  (12:c  — 24) 

^  =  (12^— 24)  +  (;r— l).12  =  24ic  — 36 

und  es  ist  klar,  dass  die  drei  ersten  Differentialquotienten, 
wegen  des  gemeinschaftlichen  Faktors  x  —  1,  für  j?=  1  gleich- 
zeitig verschwinden  müssen. 


Aufgabe  3.     Für  welchen  Wert  von  ./-  wird 
y  =  e  +2cosx  +  e     =411 


1.2.3.4  '  1....8  '  1....12 
ein  Maximum  oder  Minimum?     (^Analysis  §§73  und  80.) 

Auflösung.  Für  a?  =  0  wird  jeder  der  drei  ersten  Diffe- 
rentialquotienten =  0,  der  vierte  aber  positiv.  Für  o;  ^  0 
giebt  es  also  ein  Minimum,  ^^4.  Man  kann  also  auch  nach 
dem  Maximum  oder  Minimum  konvergenter  Eeihen  fragen. 

97. 

Aufgabe  4.     Für  welclien  Wert  von  x  wird 

'[)  =  'b^€[x  —  a)  ■' 
ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.   Man  hat  hier  zuerst 


dx      "^  ■  A' 

{x  —  ay 

Dieser    erste   Differentialquotient 
kann  für  keinen  bestimmten  Wert  von 
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X  Null  werden.  Er  wird  aber  oo  für  x  =  a.  Für  diesen  Wert 
von  X  steht  die  Berülirunj^slinie  senkrecht  auf  der  Abscissen- 
achse.  Um  zu  entscheiden,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum 
oder  keines  von  beiden  stattfindet,  müssen  wir  jetzt  (weil 
hier  alle  Differentialquotienten  für  x=^a  unendlich  werden 
§  46,  3)  die  allgemeine  Eegel  §  91  anwenden. 
Wir  substituieren  also  a^li  statt  x,  dann  ist 

Dieser  erste  Differentialquotient  ändert  also  von  x  =  a  —  Ji 
bis  x==a-\-  h  sein  Vorzeichen.  Für  x  =  a  —  h  ist  er  negativ, 
der  Berührungswinkel  r  stumpf;  für  x=^a-\-h  ist  er  positiv, 
der  Berührungswinkel  r  spitz.  Für  x  =  a  giebt  es  also  ein 
Minimum,  y^b.    Dies  kann  man  auch  schon  unmittelbar  aus 

2 

der  gegebenen  Funktion  y^^b-\-c(x  —  aY  erkennen,  weü  für 
x  =  a,  y  =  h  und  für  x  =  a^h  immer  y^i  ist. 

98. 

Aufgabe  5.  Es  ist  von  einem  Dreieck,  ABC,  Grund- 
linie und  Höhe  gegeben,  BC==a,  AK  =  h.  Es  soll  darin,  wie 
Figura  zeigt,  ein  Rechteck,  DEFG,  so  gezeichnet  werden,  dass 
der  Flächeninhalt  desselben  möglichst  gross  (ein  Maximum) 
wird. 

Auflösung.  Es  sei  die  unbekannte 
Höhe  des  Rechtecks  BG^x,  so  ist  AL 
=  h  —  X.  Die  andere  Seite  DE  des  Recht- 
ecks ergiebt  sich  aus  h  —  x:h  =  DE :  a, 

woraus  DE  =  ^  (U  —  x).     Der  Inhalt  ^ 
h 

des  Rechtecks  ist  also  durch 

z  =  ^x(h  —  x)  =  -r-  (hx  —  x^)  *) 


*)  Für  denselben  Wert  von  a,  für  welchen  die  Funktion  x{h  —  x)  ein 

Maximum  oder  Minimum  ist,  wird  es  offenbar  auch  das  Produkt  -z-  .x{h  —  x). 

h 

Man  kann  also  des  leichtern  Schreibens  halber  bei  Bestimmung  der  Maxima 
und  Minima  einer  Funktion  von  x  die  konstanten  Faktoren,  womit  die- 
selbe multipliziert  ist,  von  vornherein  unberücksichtigt  lassen. 
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ausgedrückt,  so  dass  also  z  eine  Funktion  von  x  ist.    Man 
hat  mm 

dx 
Aus  h  —  2a;  =0  folgt  x=^\]i  und  da  der  zweite  Diiferential- 
quotient 

negativ  ist,    so    findet  ein   Maximum   statt.*)     Von   einem 
Minimum  kann  hier  offenbar  nicht  die  Rede  sein. 

99. 

Aufgabe  6.  In  einem  gegebenen  Kreise  ein  Rechteck 
zu  beschreiben,  dessen  Inhalt  z  ein  Maximum  ist. 

Auflösung.  Sei  der  gegebene  Radius  ==  r,  die  Grund- 
linie des  fraglichen  Rechtecks  =  a-,  also  die  Höhe  =  V4r^ — j;-, 
so  ist  der  Inhalt 

Für  denselben  Wert  von  x^  für  welchen  z  ein  Maximum 
wird,  ist  offenbar  auch  z-  ein  Maximum.  Wir  können  deshalb, 
des  leichtern  Differentiierens  halber,  die  Funktion  erst  rational 
machen  und  dann  ist 

z'^  =  Ar-x'-  —  X* 

^l^  =  ^r'-x  —  Ax'  =  Ax  (2r2  —  x% 

Für  x  =  0  giebt  es  gar  kein  Rechteck.  Wir  setzen  des- 
halb den  andern  Faktor  2r^  —  x-  =  0,  woraus  die  Grundlinie 
X  =  rV2  und  die  Höhe  =  V4r^  —  2r^  =  rV2  folgt.  Das  grösste 
Rechteck,  welches  in  dem  Kreise  konstruiert  werden  kann,  ist 
also  das  Quadrat  und  dessen  Inhalt  =2r-. 

100. 

Aufgabe  7.  In  einer  Kugel  einen  geraden  Kegel  zu 
konstruiereji,  dessen  Seitenfläche  z  ein  Maximum  ist. 


*)  In  der  Regel  sieht  man  es  schon  voraus,  ob  ein  Maximum  oder 
Minimum  stattfindet  und  hat  deshalb  selten  nötig,  den  oft  unbequemen 
zweiten  I'ifterentiulfiuotienten  zu  entwickeln. 
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Auflösung  1.  Es  sei  AC  =  r  der  Radius, 
KV  =  x  und  MP  =  ?/,  so  ist  ij  =  V2rx — a;-; 
ferner  BM  =  ;.  gesetzt :  2r — x:X  =  ).:  2r,  wo- 
raus ;.  =  V2>-(2r  —  x).   Nun  ist  z  =  jiyX,  also 
^  =  jr  V2>\r  — a:- .  V2r(2r  — a;), 
^  =  ^  (2r  —  x)  y2rx  =  jr  {2rx-  —  x'^)  V2r. 

<-*"    ,2  3      "2  fk 

dx 

AP  =  x  =  |r. 

Auflösung  2.    Sei  /  MCP  =  6>,  so  ist  ?/  =  r  sin  0  und 
7.  =  2)-  cos  ^  0,  mithin  ist 

2"  =  r  sin  0 .  jr .  2r  cos  ^  0  =  2r-jr .  sin  0 .  cos  -|-  0, 

-^--  =  cos  4-  0 .  cos  0  —  -J  sin  0 .  sm  ^V  0  =  0, 

aß  -  -  - 


2  (Trigon.  §  100). 


tg0.tgi0  = 

-2 

1  —  cos  0 

■  '^  (T 

COS0 

-  \^ 

cos0  = 

.  1 

"  3? 

AP 

=  r  —  rcos0^ 

=  ^r. 

101. 

Aufgabe  8.  Eine  Zahl,  a,  in  zwei  solche  Teile  zu  teilen, 
dass  deren  Produkt  ein  Maximum  wird. 

Auflösung.     Jeder  der  beiden  Teile  ist  =\a. 

Aufgabe  9.  Eine  Zahl,  a.  in  zwei  solche  Teile  zu  teilen, 
dass  das  Produkt  aus  der  zweiten  Potenz  des  einen  imd  der 
dritten  Potenz  des  andern  ein  Maximum  wird. 

Auflösung.     Die  beiden  Teile  sind  ?«  und  |a. 

Aufgabe  10.  Unter  allen  Brüchen  denjenigen  anzugeben, 
der  sein  Quadrat  am  meisten  übertrifft. 

Auflösung.     Der  gesuchte  Bruch  ist  =  J. 

Aufgabe  11.  Für  welchen  Wert  von  x  wird  F(./)  = 
sin  ./• .  cos  (a  —  x)  ein  Maximum  oder  Minimum? 

Antwort.     Aus  F' (yS)  =^  cos  {a  ~  2x)  =  0  folgt:   a — 2x 
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=  + 


jt 


Für  X 


ein  Minimum,  und  für  x  =  --  -\-^ 


,        ^    . ,    —  .„.  ^       2    '    4 

ein  Maximum. 

Aufgabe  12.  In  einem  geraden  Kegel  den  grössten  Cy- 
linder  zu  beschreiben. 

Auflösung.  Heisst  li  die  Höhe  und  r  der  Radius  des 
gegebenen  Kegels,  so  ist  die  Höhe  des  fraglichen  Cylinders 


=  \h. 
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Aufgabe  13.  Es  ist  ein  Stück  Pappe  in  Form  eines 
Rechtecks  gegeben.  An  den  Ecken  sollen  solche  gleiche 
Quadrate  weggenommen  werden,  dass,  wenn  die  übrig  blei- 
benden, rechtwinkligen  Streifen  1,  1;  2,  2; 
senkrecht  gegen  die  Fläche  3  aufgebogen 
werden,  der  entstehende  hohle  Kasten  an 
Kubikinhalt  V  möglichst  gross  werde. 

Auflösung.  Es  sei  die  Grundlinie 
des  Rechtecks  =  h,  die  Höhe  =  h  und  x 
die  Seite  der  wegzunehmenden  Quadrate, 
so  ist  die  Fläche  des  Stücks  (3)  =  {b  —  2x) 
{h  —  2x),  mithin  das  Volumen 

V=  x(b  —  2x)  {h  —  2x)  =  hhx  —  2  (?>  +  lt)x'  +  Ax', 

dx 


h  +  h±W  —  hh^li^ 


Hier  kann  nur  das  untere  Vorzeichen  gelten,  weil  von 
einem  Minimum,  welches  =0  sein  würde,  nicht  die  Rede 
sein  kann.  Wäre  h  =  b,  so  wäre  x  =  ^b  und  das  Maximum 
V  =././/'.  Man  kann  dieselbe  Rechnung  auch  auf  Dreiecke, 
Fünfecke  etc.  anwenden. 

103. 

Aufgabe  14.  Zwischen  den  Schen- 
keln eines  rechten  Winkels,  A,  durch 
einen  gegebenen  Punkt,  C,  die  kürzeste 
Linie  MP  =  ;i  zu  ziehen.  [Von  einem  Maxi- 
mum (=oo)  kann  hier  nicht  die  Rede  seinj 
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Auflösung   1.      Sind    die   Koordinaten    des   gegebenen 
Punktes  AB  =  a,  BC  =  i  und  AP  =  j;,  AM.  =  y,  so  ist  y.x 

=^h:x  —  a,  woraus  ?/  = ,  mithin 


ftV 


dx 


\x^ 


A"  —  X~  H—  ,  t, , 

(ic  —  ay 
{x  —  a)' .  2}rx  —  Irx"^  .2{x  —  a) 


=  0, 


{x  —  aY 

3  

x  =  a-\-  Vah'. 
Auflösung  2.   Man  setze  Z  MPA  =  g),  so  ist  CP 


b 
sin  go 


und  MC 


cos  9) 


,  mithin 


dx 


cos  9) 
asin^) 


sin^ 

& .  cos  9) 


rfgp       cos  -9)        sin  -9) 


0, 


tg<,=V^, 


V^  3 

AP  =  a  -|-  ^  cot  9)  ^  fl  +  J 1/  y  =  a  +  Vö^^'- 

104. 

Aufgabe  15.  Es  sind  in  der  geraden  Linie  AG  zwei 
Punkte,  B  und  C,  gegeben,  nämlich:  AC  =  a,  AB  =  b.  In 
der  auf  BC  senkrechten  Linie  AD  soll  ein  Punkt,  M,  so  be- 
stimmt werden,  dass  die  von  ihm  nach  B  und  C  gehenden 
Linien  den  möglichst  grössten  Winkel  ß 
bilden  (die  Linie  BC  in  M  unter  dem 

^^m  grössten  Gesichtswinkel  erscheint).     In 

^^m  welcher  Höhe  AM  =  x  liegt  der  Punkt  ? 
^^1  Auflösung.     Es  sei   Z  AMB  =  k, 


so  ist  tsn 


tg{n  +  e)  =  ^; 


tgu-^tgß  a 

1  —  tg  w .  tg  0       X 
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&    ,    ,    ^        a        ah    ^    r. 

X    ^  X         X-  ^ 

"^      ah-i-x^'  ♦ 

Weil  für  denselben  Wert  von  x,  für  welchen  tg&  ein  Maxi- 
mum ist,  auch  ß  ein  Maximum  wird,  so  ist  es  nicht  nötig;, 

diese  Gleichung  auf  6/  =  arctff-^ — , — V  zu  reduzieren.    Man 

ab  -{-  X- 

hat  aus  ersterer  Gleichung,  mit  Vernachlässigung  des  einfluss- 
losen Faktors  a  —  h 

d .  (ig  &)      {ah  -\- X-)  —  x.2x 


dx  {ab  4-  x'^f 

x  =  Vab. 


=  0, 


Aufgabe  16.  Um  einen  Kreis,  dessen  Radius  =r  ge- 
geben, ein  gleichschenkliges  Dreieck  zu  beschreiben,  dessen 
Inhalt  ein  ]\Iinimum  ist. 

Auflösung.     Sei  der  halbe  Winkel  an  der  Spitze  =  9, 

V 

so  ist  die  Höhe  des  Dreiecks  =r-|--^ — -,  die  halbe  Grund- 

sin6> 

linie  =  r  4-  --t-—]  .  tg &,  mithin  der  Inhalt  z  =  — r^P 1~- 

\    'sin©/  sin0.cos0 

und  (§  98  Randanmerkung) 

^_2sin6>cos-6>.(l  +  sin0)— (l+sin0)-(cos-6>— sin-6>)_ 
de  ■"  '  sin -0.  cos -ö  ~   ' 

2  sin  e  (1  —  sin-6>)  =  (1  +  sin  6)  (1  —  2  sin^©), 
hieraus  (beiderseits  durch  l-[-sin6>  dividiert):  sin(9==i,  mit- 
hin 6>=30^.     Das  fragliche  Dreieck  ist  folglich  ein  gleich- 
seitiges. 

105. 

Aufgabe  17.  Die  Grundlinie  und  Höhe  eines  Rechtecks 
zu  bestimmen,  welches  bei  gegebenem  Inhalt,  a,  den  möglichst 
kleinsten  Umfang  (u)  hat. 

Auflösung.  Um  zuvor  einzusehen,  dass  Umfang  und 
Inhalt  nicht  voneinander  abhängen,  sei,  beispielshalber,  der 
Inhalt  a=36n'.  Nimmt  man  nun  die  Grundlinie  =9',  so 
ist  die  Höhe  =4'  und  der  Umfang  =20'.     Nimmt  man  die 
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Grundlinie  ^12',  so  ist  die  Höhe  =3'  und  der  Umfang  jetzt 
=  30'  etc. 

Sei  also  die  Grundlinie  =a?,  so  ist  die  Höhe  ==—  und 

X 

der  Umfang 

du  a 

X  =  y'a. 
Unter  allen  Rechtecken  von  gleichem  Inhalte   hat   also   das 
Quadrat  den  kleinsten  Umfang. 

Anmerkung.  Man  kann  diese  Aufgabe  und  alle  ähn- 
lichen auch  umkehren  und  so  stellen:  Die  Grundlinie  und 
Höhe  eines  Rechtecks  zu  bestimmen,  welches  bei  gegebenem 
Umfange  =^  h  den  grössten  Inhalt  a  hat.  Denn  heisst  z  die 
Grundlinie,  so  ist  die  Höhe  ^^Ih  —  z  und  der  Inhalt 
a  =  (4-6  —  z)z^ 

z  =  Ih. 

Wir  haben  hier  also  wieder  ein  Quadrat.  Es  ist  demnach 
einerlei,  ob  wir  den  Umfang  h  als  veränderlich  und  den  In- 
halt a  als  konstant,  oder  umgekehrt  den  Umfang  b  als  kon- 
stant und  den  Inhalt  a  als  veränderlich  betrachten;  das  Ver- 
hältnis der  unbekannten  Grössen,  Grundlinie  und  Höhe,  bleibt 
in  beiden  Fällen  dasselbe.  Gauss  macht  darauf  aufmerksam, 
dass  hierin  eine  sehr  feine  Metaphysik  liegt. 

106. 

Aufgabe  18.  Den  Radius  und  die  Höhe  eines  geraden 
Cylinders  anzugeben,  der  bei  gegebenem  Inhalt  a  die  kleinste 
Oberfläche  z  hat,  die  Grundflächen  mitgerechnet. 

Auflösung.     Heisst  r  der  Radius  des  Cylinders,  so  ist 

seine  Höhe  ]t^ — s^,  mithin  die  Oberfläche 
JT7-  ■ 

z  =  2jrr .  — 7i  -\-  2jir^,  oder 

jcr- 
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^  =  2(|-  +  ^»"' 


dr  r- 

Es  ist  mithin  die  Höhe  gleich  dem  Durchmesser.     Soll  der 
Cy linder  oben  oifen  sein,  so  ist  /?  =  >■  =  !/  — . 

107. 

Aufgabe  19.  Es  sollen  dieselben  Dimensionen  r  und  h 
für  den  C3'linder  bestimmt  werden,  der  jetzt  bei  gegebener 
Oberfläche  =  a  den  grössten  Inhalt  hat. 

Auflösung.     Es  ist  ^'  =  1/7^  i^ind  /i  =  l/^  =  2r. 
Soll  der  Cj'linder  oben  offen  sein,   so   ist  wieder  h=^r 


-V 


a 

108. 


Aufgabe  20.  Es  soll  ein  Haubenabschnitt,  von  ge- 
gebenem Kubikinhalt  =a,  konstruiert  werden,  dessen  krumme 
Fläche  z  ein  Minimum  wird.  Wie  müssen  die  Höhe  x  des 
Abschnitts  und  der  Radius  y  des  Grundkreises  genommen 
werden? 

Auflösung.  Die  Bedingungsgleichungen  sind  hier  (Ele- 
mentar -  Geometrie  §  178  und  §  185,  Zus.) 

7~ —  .jtx=^a  und  z  =  x  {x-  -\-  y-) 

3  /— - 


und  man  findet  x^=y--=y 


Aufgabe  21.  Es  sollen  dieselben  Dimensionen  x-,  //  für 
den  Haubenabschnitt  bestimmt  werden,  welcher  bei  gegebener 
krummer  Oberfläclie  =^  a  den  grössten  Inhalt  hat. 

Auflösung.     Man  findet  hier  wieder  x  =  y=^\/-^'.... 

Lülisen,  IntiDiteäimal-Ke<'hiiuD);.    7.  Aufl.  ji 
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109. 
Aufgabe  22.     Den  Wert  von  x  zu  finden,  für  welchen 

ein  Minimum  wird.    Von  einem  Maximum  kann  hier  nicht  die 
Rede  sein. 

Auflösung.     Man  hat  hier 

ly  =  x.lx^ 

X  .  Ix 

y  =  e     , 

'^=e-^^ilxJrl)  =  0. 

Den  Faktor  e"" '  '"^  =  x""  kann  man  nicht  =  0  setzen,  ohne- 
hin würden  alle  folgenden  Dilferentialquotienten,  weil  sie  ihn 
enthalten,  verschwinden,  mithin  von  einem  Minimum  gar  nicht 
die  Rede  sein  können  (§  93).    Wir  setzen  demnach  den  andern 

Faktor  te  -f  1  =  0,  woraus  lx  =  —  1  und  x  =  e~^  =  —  folgt. 
1  "" 


Das  Minimum  ist 

110. 

Aufgabe  23.     Den  Wert  von  x  zu  finden,  für  welchen 

1 

X  ~ 

y  =  yx  =  X 
ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 
Auflösung.     Man  hat  hier 


ydx  '  x'^       X    X 


1 


e 

x  =  e.     Das  Maximum  ist  also  ye. 

111. 

Aufgabe  24.     Die  Werte  von  x  anzugeben,  für  welche 
die  gebrochene  Funktion 


y 
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ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung.     Es  ist  3^  =  ^ — ',     ,  o^3 — -• 

•dx  {x-\-^f 

1.  Für   x  =  —  3   wird   -^  =  00.     Wir   müssen   also   in 

dx 

diesem  Falle  die  allgemeine  Regel  (§91)   anwenden,  um  zu 
entscheiden,    ob    ein   Maximum    oder  Minimum   stattfindet,*) 
mithin  — 3  +  /i  statt  x  setzen,  dann  ist 
#_(- 1+^0-^(2 +  71) 

dx        {-\-f^y 

Nimmt  man  nun,  me  es  geschehen  kann  und  muss,  h  ver- 
schwindend klein,  so  ist  der  Differentialquotient  y-  für  — h 

negativ,  für  -f  h  positiv.  Für  ,-r  =  —  3  wird  also  y  ein  Mini- 
mum (==  —  oc). 

dy 

2.  Für  x  =  —  2  und  x  =  —  5  wird  -1^  =  0.    Die  Berüh- 

dx 

rungslinie  geht  also  mit  der  Abscissenlinie  parallel.  Um  zu 
entscheiden,  ob  für  diese  Werte  von  x  ein  Maximum  oder 
Minimum  stattfindet,  wendet  man  auch  hier  (weil  der  zweite  Dif- 
ferentialquotient zu  kompliziert  wird)  bequemer  die  allgemeine 

Regel   (§  91)   an.     Für  ^  =  -2  +  7.   ist  |  =  (ÄgH) 

positiv,  sowohl  vorher  als  nachher.  Für  ic  =  —  2  giebt  es 
also  weder  ein  Maximum  noch  Minimum. 

Für  ^  =  -o  +  ;.  ,st  ^  =  ^  (-2p.y-  ™*'''  P"- 
sitiv,  nachher  negativ.  Für  x=^  —  5  wird  also  y  ein  Maxi- 
mum --  —  6  -J . 

Anmerkung  1.  Dass  unter  mehreren  negativen  Ordi- 
naten  die  kleinste  ( — 6|)  ein  Maximum  im  positiven  Sinne 
genannt  werden  muss,  wird  klar,  indem  man  die  Abscissen- 
achse  um  so  viel  tiefer  gelegt  denkt.  Umgekehrt  ist  ein 
Maximum  im  negativen  Sinne  ein  Minimum  im  positiven  Sinne 
genommen. 


*)  Dies  leuchtet  hier  viel  einfacher  aus  der  Funktion  selbst  hervor. 
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Anmerkung  2.  Will  man  in  diesem  Falle,  nämlich 
bei  gebrochenen  Funktionen,  auch  den  zweiten  Differential- 
quotienten entwickeln,  und 

clx  (^  +  3y^  Q 

nochmals  differentiieren,  so  wird  man  folgenden  Rechnungs- 
vorteil nicht  aus  den  Augen  lassen. 

Nachdem  man  nämlich  den  Nenner  mit  dem  Differential 
des  Zählers  multipliziert  hat,  braucht  man  den  Zähler  (eben 
weil  er  ja  für  ein  Maximum  oder  Minimum  =0  ist)  nicht 
mit  dem  Differential  des  Nenners  zu  multiplizieren.  Man  hat 
also  hier  z.  B.  kürzer 

fr^y__3(x-f  2)(a;4-4)_  1    dP_ 

dx-  ~~        (x  +  3)^        ~  q'  dx' 
Man  hat  also  nur  den  Zähler  des  ersten  Differentialquotienten 
zu  differentiieren  und  den  Nenner,  wie  er  ist,  zu  lassen. 

Für  x=^  —  5  ist  ~^  negativ,  daher  ein  Maximum. 
dx- 

Für  x  =  —  2  ist  aber  -=-4  =  0.    Wir  müssen  also  weiter 
dx- 

differentiieren  (§  75) 

dSj  _6x-\- 18 __  1     d-F 

S'^{x-^Sf~  q'  dx-' 
Da  nun  dieser  dritte  Differentialquotient  für  x  =  —  2  nicht 
auch  =  0  wird,  so  giebt  es  für  x  =  —  2  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  (§  93  Zus.). 

Aufgabe  25.    Für  welchen  Wert  von  x  wird  der  Bruch 

X 

-j-  ein  Minimum? 
Ix 

Auflösung.    Es  ist  x  =  e  und  das  Minimum  auch  =e. 
Aufgabe  26.    Für  welchen  Wert  von  x  wird  der  Bruch 

X 

- — ; — 5^  ein  Maximum  oder  Minimum? 

1  -(-X- 

Auflösung.  Für  x  =  -{-l  ein  Maximum  =  1,  für  x  =  —  1 
ein  Minimum  = — .V.     (Siehe  Anmerkung  2,  §  111.) 
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Aufgabe  27.  Eine  gegebene  Zahl  a  in  x  gleiche  Teile 
zu  teilen,  so  dass  das  Produkt  aus  den  gleichen  Teilen  ein 
Maximum  wird. 

Auflösung.     Man  liat  hier 

a 

X 

U  =  X  (Ja  —  Ix), 

^  =  la  — Ix— 1  =  0. 
zdx 


Aus  ?(— j  =  l  folgt  —  =  e  und  hieraus 


a 

x  =  — 
e 


Da   für   diesen  Wert   von   x   der  zweite  Differentialquotient 

a 

negativ  wird,  so  giebt  es  ein  Maximum  =e*. 


Sechstes  Buch. 


Yom  Laufe  der  krummen  Linien.    Konvexität, 
Konkavität,  Inflexion. 


112. 

Jcjrkläruiig.  Eine  krumme  Linie  oder  ein  Teil  der- 
selben lieisst  konvex  (erhaben)  oder  konkav  (hohl)  gegen 
die  Abscissenachse,  je  nachdem  derselbe,  von  irgend  einem 
seiner  Punkte  aus  betrachtet,  ganz  ausserhalb  der  durch  diesen 
Punkt  gedachten  Berührungslinie  und  der  Abscissenachse  liegt, 
wie  mMW  (s.  die  Figur  S.  119),  oder  dazwischen  fällt,  wie 
>iNM',  und  durch  eine  gerade  Linie  nicht  in  mehr  als  zwei 
Punkten  geschnitten  werden  kann. 

Die  Punkte,  wo  eine  krumme  Linie  von  Konvexität  in 
Konkavität  oder  umgekehrt  übergeht,  heissen  Inflexions- 
oder  Wendungspunkte  (Wendepunkte).  [Z.  B.  die  Punkte  s, 
t,  V  in  der  Figur  des  §  88.] 

Eine  krumme  Linie  oder  Bogen,  welcher  einen  Wendungs- 
punkt hat,  also  teils  konvex,  teils  konkav  ist,  kann  durch  eine 
gerade  Linie  in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  werden. 

113. 

Um  nun  eine  allgemeine  Regel  zu  finden,  nach  welcher 
man  beurteilen  kann,  ob  eine  krumme  Linie,  deren  Gleichung 
2/  =:  F  {x)  gegeben,  von  einem  bestimmten  Punkte,  M  oder  N, 
aus  betrachtet,  konvex  oder  konkav  ist,  und  wo  ihre  etwaigen 
Wendungspunkte  liegen,  bringt  die  Differential-  oder  Fluxions- 
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reclmung  durch  unmittelbare  Anwendung  des  Taylor'schen  Lehr- 
satzes die  Funktion  y  =  F  (x)  ganz  einfach  zum  Fliessen.*) 


114. 

Seien  x,  y  die  Koordinaten 
eines  Punktes  M  oder  N.  Setzen 
wir  x-\-  /\x  statt  xmy=^¥  {x) 
und  ziehen  den  alten  Zustand 
von  dem  neuen  ab,  so  ist  be- 
kanntlich 


A2/  =  ßM' 


(AjUly  tlJu 


d^y      /\x^ 


und  RT 


1.2    '   dx""   1.2.3 

du 

-f .  Ax. 
dx 


Da   wir   nun,    um    keinen  Wendungspunkt    zu   überspringen, 

Ax  so  klein  annehmen  müssen  und  können,  dass  jedes  Glied 

in  der  Ta3'lor'schen  Reihe  grösser  ist,  als  die  Summe  aller 

folgenden,   so   erhellet   leicht,    dass,   wenn   für   positive   und 

dl/ 
wachsende  Ordinaten,  wo  ja  y^  immer  positiv  ist,**) 

d'v 
1.    der  zweite  Differentialquotient  -j—  auch  positiv  ist, 

dann  (s.  in  der  Figur  rechts )  notwendig  RM'  >■  RT  ist  (die 
Ordinate  wächst  accelerierendj,  und  die  krumme  Linie  von  M 
aus  oberhalb  der  Berührungslinie  liegt,  mithin  vorwärts  konvex 
ist.  Dies  ist  sie  dann  aber  auch  rückwärts.  Denn  lassen  wir 
die  Ordinate  MP  =  ?/  zurückfliessen,  indem  wir  — Ax  statt 
-\-  Ax  setzen,  so  bleibt,  wegen  der  geraden  Potenz,  das  Glied 
d^y  (—  Axf 
dx- '      1.2 


positiv,  und  es  ist  dann 


*)  Diejenigen  Punkte,  welche  in  der  Abscissenachse  selbst  liegen, 
sowie  auch  die,  wo  die  Berührungslinie  .senkrecht  auf  der  Ab.scissen- 
achse  .steht,  und  der  Taylor'sche  Lehrsatz  keine  Anwendung  findet, 
werden  wir  §§  118  und  124  besonders  betrachten. 

**)  Der  Fall,   wo  die  Ordinate  sich  gerade  im  Zustande  eines  Mini- 

dy 


inunis  oder  Maximums  befindet,   und 


0  ist.   macht  keine  Ausnahme. 
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d.  h.  rm  ist  kleiner  als  rt  (die  Ordinate  nimmt  retardierend 
ab),  mithin  der  Bogen  M'Mw?,  weil  oberhalb  der  Berührungs- 
linie liegend,  konvex. 

2.  Ist  der  zweite  Dilferentialquotient  negativ,  wie  es 
für  die  Abscisse  des  Punktes  N  der  Fall  ist,  so  ist  (s.  in  der 
Figur  links)  notwendig  RM'<RT  und  rn^rt',  die  krumme 
Linie  ist  dann  von  N  aus  sowohl  vorwärts  als  rückwärts  konkav 
und  also  auch  der  Bogen  >2NM'. 


115. 

Wir  haben  im  vorhergehenden  Paragraphen  wachsende 
und  positive  Ordinaten  angenommen.  Es  ist  jedoch  (nötigen- 
falls durch  Hilfe  einer  Figur)  leicht  einzusehen,  dass  ganz 
dieselben  Schlüsse  für  abnehmende  positive  Ordinaten,  wo 

^  negativ  ist,   sowie  auch  für  die  Punkte,  wo  ^  =  0  ist, 
dx      ^  dx 

stattfinden.    Für  negative  Ordinaten  jedoch  findet  gerade  um- 

(l'-y 

gekehrt  Konvexität  statt,  wenn  y^  negativ,  und  Konkavität, 

wenn  y^  positiv  ist.     Mit  Berücksichtigung  des  Vorzeichens 

der  Ordinate  y  ist  daher  die  allgemeine  Regel,  welche  alle 

Fälle  umfasst:  Eine  krumme  Linie  ist  so  lange  konvex,  als 

di'n 
das  Produkt  2/-y4  positiv,   konkav  dagegen,   wenn   dieses 

Produkt  negativ  ist. 

116. 

Für  diejenigen  Abscissen  aber,  für  welche  als 

„3.  Fall"  der  zweite  Diff'erentialquotient  =0  ist,  ist  für 

das  Fortfliessen  und  Zurückfliessen  der  Ordinate  y  die  Difi'e- 

renz  derselben 

dy  /  ,         .   ,   d^y   {+  Ax^)  , 


121 


Ist  nun  der  dritte  Differentialquotient  -^-4   positiv,   so 


ist   für    +  AK.  RM'  >  RT  (weil  ja  RT  =  ^  Aoc)  und   für 

dx 

—  A^'.   rtn  >■  rf ,    niitliin    die  krumme  Linie  vorwärts  konvex 

und  rückwärts  konkav,  und  folglich  dieser  Punkt  notwendig 

ein  Wendungspunkt. 

Ist  umgekehrt  der  dritte  Differentialquotient  negativ, 
so  ist  für  +Ar,  RM'<;RT  und  für  — AJ'",  rm<^rt,  mithin 
die  krumme  Linie  vorwärts  konkav,  rückwärts  konvex,  und 
dieser  Punkt  notwendig  wieder  ein  Wendungspunkt. 

In  den  Wendungspunkten  muss  demnacli  die  Rerührungs- 
linie  die  krumme  Linie  allemal  schneiden. 

117. 

Aus  vorstehendem  Paragraphen  folgt  also  zur  Auffindung 
der  Wendungspunkte  einer  krummen  Linie  die  leichte  Regel: 

7- 

Man  setze  den  zweiten  Differentialquotienten -p|^  =  F"(ir)  =  0, 

so  geben  die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  die  Abscissen 
der  Wendungspunkte. 

Amnerkung-.  Es  kann  sich  treffen,  dass  für  denselben 
Wert  ./"o,  für  welchen  der  zweite  Differentialquotient  F"  (x) 
^-=  0  wird,  auch  noch  der  folgende  oder  mehrere  successiv 
folgende  verschwinden.  Alsdann  kann  es  offenbar  nur  einen 
AVendungspunkt  geben,  wenn  der  erste  nicht  verschwindende 
hr»here  Differentiahiuotient  von  ungerader  Ordnung  ist. 

118. 

*  Wir  haben  nun  schliesslich  noch  den  Fall  zu  betrachten, 
wo  in  einem  Punkte  die  Berührungslinie  senkrecht  auf  der 
Abscissenachse  steht  und  folglich  alle  Differentialquotienten  oc 
(unstetig)  sind.  Hier  kann  jedoch  der  Taylor 'sehe  Lehrsatz 
nur  darauf  aufmerksam  machen,  dass  man  diesen  Fall  beson- 
ders betrachten  und  zusehen  muss,  wie  sicli  die  Ijinie  un- 
mittelbar vorlier  und  nachher  verhält. 

Ist  nämlich  y=^F{x)  die  Gleichung  einer  krummen  Linie, 
und  .r„  die  Abscisse,  für  welche  F'(.r),  F"(.z')  etc.  =00  sind, 
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so  ist  F  (xq  —  Ax)  die  nächst  vorhergehende,  und  F  (x^  -j-  Ax) 
die  nächst  folgende  Ordinate.     Sind  nun 

1.  beide  Ordinaten  reell  und  gleichzeitig  kleiner  oder 
grösser,  als  die  Ordinate  F(xq),  so  findet  ein  Maximum  oder 
Minimum,  aber  kein  Wendungspunkt  statt.  Die  krumme  Linie 
bildet  einen  Pfeil,  wie  bei  Q,  q  in  der  Figur  des  §  88. 

2.  Ist  die  eine  Ordinate  grösser,  die  andere  kleiner  als 
F(Xq),  so  ist  der  fragliche  Punkt  ein  Wendungspunkt  (z.  B. 
Punkt  t,  §  88).  Dies  zeigt  dann  auch  der  zweite  Diiferential- 
quotient  F"  {x^^  Ax),  der  dann  von  x=^Xq  —  A^^  bis  x  = 
Xq-\-  Ax,  vom  Positiven  zum  Negativen,  oder  umgekehrt, 
durchs  Unendliche  übergeht. 

3.  Ist  von  den  beiden  Grössen  F  (xq  —  Ax)  und  F  (x^  ~\-  Ax) 
die  eine  reell,  die  andere  imaginär,  so  giebt  es  (im  allgemeinen) 
erstens  einen  Eückkehrpunkt,  wenn  die  reelle  Grösse  nur  einen 
einzigen  Wert  hat,  zweitens  einen  Schnabel,  wenn  die  reelle 
Grösse  zwei  AVerte  hat,  die  beide  grösser,  oder  auch  beide 
kleiner  als  F  (x^)  sind;  drittens  wenn  aber  der  eine  Wert 
grösser,  der  andere  kleiner  als  F  (Xq)  ist,  so  bezeichnet  der 
fragliche  Punkt  einfach  die  Grenze  der  krummen  Linie. 

4.  Wenn  endlich  beide  Grössen  F  (x^  —  A^')  und 

F  (Xq-\-  Ax),  oder  auch  nur  eine  derselben  mehr  als  zwei 
Ordinaten  geben,  so  ist  der  fragliche  Punkt  (ini  allgemeinen) 
gleichzeitig  sowohl  ein  Wendungspunkt,  als  auch  ein  soge- 
nannter vielfacher  Punkt,  und  zwar  ein  doppelter  Punkt, 
wenn  zwei,  und  ein  dreifacher  Punkt,  wenn  drei  Zweige 
durch  ihn  gehen  etc. 

Anmerkung.  Diese  eben  erwähnten  Punkte  pflegt  man 
wohl  die  besondern  Punkte  der  krummen  Linien  zu  nennen. 

Um  sie  zu  finden,  kann  aber  die  Diiferentialrechnung 
(weil  gerade  in  diesen  Fällen  der  Taylor 'sehe  Lehrsatz  nicht 
anwendbar  ist)  keine  andere  Vorschrift  geben,  als  dass  man 
erst  zusieht,  in  welchen  Fällen  die  Diiferentialquotienten  Ü, 
cx)  oder  ^  werden,  und  dann  die  Art  des  fraglichen  Punkts 
bestimmt,  indem  man  unmittelbar  untersucht,  wieviel  Zweige 
der  Kurve  durch  diesen  Punkt  gehen,  ob  sie  sich  diesseits 
oder  jenseits  erstrecken  und  zugleicli  auch  die  Lage  der  Be- 
rührunffslinien  bestimmt. 
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119. 

Aufgabe.  Zu  untersuchen,  ob  die  Parabel  konkav  oder 
konvex  gegen  die  Abscissenachse  ist  und  einen  A\'endungs- 
punkt  hat. 

Auflösung-.     Aus  der  Gleichung  y  =  Väx  folgt 


dx       '^  '    dx 


X-  4  V  .r^  ■ 


Da  hier  der  zweite  Düferentialqiiotient  für  jeden  A\'ert  von 
X  negativ,  so  ist  die  Parabel  in  ihrem  ganzen  Verlauf  konkav 
gegen  die  Abscissenachse.  Einen  Wendungspunkt  kann  es 
schon  deshalb  nicht  geben,  weil  der  zweite  Ditferentiakiuotient 
nicht  =0  gesetzt  werden  kann.  Ebenso  verhält  es  sich  mit 
den  beiden  übrigen  Kegelschnitten. 

120. 

Aufgabe.  Die  logarithmische  Linie  y  =  Ix  in  Bezug  auf 
Konvexität,  Konkavität  und  Wendungspunkt  zu  diskutieren. 

Auflösung.     Aus  der  Gleichung  folgt 
dy       1       d-y  1 

dx       X  '     dx-  X- ' 

7- 

Für  alle  it>  1  ist  das  Produkt  ^- V^  negativ;  die  Linie 

dx- 

also  konkav  (§  95).     Für  alle  x,  welche  echte  Brüche  sind, 

d^V 
ist  y  negativ,  das  Produkt  y-^  positiv;  der  unterhalb  der 

Abscissenachse  liegende  Zweig  also  konvex. 

Ein  Wendungspunkt  kann  nicht  stattfinden,  weil  der 
zweite  Ditferentialquotient  für  keinen  Wert  von  x  =  0  wer- 
den kann. 

121. 

Aufgabe.      Den   Lauf  der  Kurve 
anzugeben,  deren  Gleichung  ist 

y  =  h  +  {x  —  aY. 

Auflösung.     Es  ist 
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,I?  =  24(^-«);    -{  =  24. 

Für  x  =  a  ist  —  =  0.    Die  Berührungslinie  geht  parallel 

mit  der  Abscissenachse;  die  Ordinate  y  =  b  ein  Minimum,  weil 
für  x  =  a  der  erste  nicht  verschwindende  gerade  Diiferential- 

quotient  -~  positiv  ist  (§  93).    Dies  folgt  auch  schon,  erstens 

aus  der  Gleichung  selbst,  indem  für  ;r  =  a  +  /i  die  Ordinate 
y  =  b-\-h*l  zweitens  daraus,  weil  der  erste  Diflferentialquotient 

-^  von  x  =  a  —  h  bis  x  =  a-\-  h  sein  Vorzeichen  ändert.    Der 
dx 

zweite  Differentialquotient  ist  zwar  =0  für  x  =  a,  es  findet 

deshalb  aber  kein  Wendungspunkt  statt,  weü  der  erste  nicht 

verschwindende  höhere  Differentialquotient  kein  ungerader 

ist  (§  117).    Einfacher  noch  folgt  dies  aus  dem  Verhalten  des 

zweiten  Differentialquotienten,  der  für  alle  Werte,  welche  dem 

x  =  a  vorhergehen  und  folgen,  stets  positiv  und  mithin  die 

krumme  Linie  (udh')  auch  stets  konvex  ist.    Man  wird,  als  zui' 

Übung  dienend,  finden,  dass  die  der  Gleichung  y  =  h  —  (x  —  a) 

entsprechende  Linie  iini')  für  positive  Ordinaten  stets  konkav 

ist  und  für  x  =  a  ein  Maximum,  y  =  b,  hat. 


122. 

Aufgabe.   Den  Lauf  der  ki'ummen 
Linie  anzugeben,  deren  Gleichung  ist: 

y=b-{-(x  —  «)■'. 

Auflösung.     Hier  ist 


=  5  (x  —  af ;     — ^  =  20  (a?  —  af. 

dv 
Es  ist  nun  zwar  für  x  =  a.  —^  =  0  und  die  Berührungs- 
linie   wieder   parallel    mit   der  Abscissenachse,  jedoch  findet 
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weder  ein  Maximum  noch  Minimum  statt,  weil  für  x  =  a 
der   erste    nicht    verschwindende    höhere   Differentialquotient 

^-4^  =  120  nicht  von  gerader  Ordnung-  ist  (§  93).  Dies  er- 
hellet noch  leichter,  ersten&  aus  der  Gleichung  selbst,  indem 
die  nächste  Ordinate  für  x  =  a  —  h  kleiner,  für  x  =  a-\-h 
aber  grösser  ist,  als  für  x  =  a\  zweitens  aus  dem  Verhalten 
des  ersten  Differentialquotienten,  der  für  x  =  a^}i  stets  po- 
sitiv ist  (sein  Vorzeichen  nicht  ändert). 

Der  zweite  Differentialquotient  wird  =0  für  x  =  a,  und 
da   nun   der  erste  nicht  verschwindende  höhere  Differential- 

quotient  ( j4)   ^^^^  ungerader  Ordnung   ist,   so   findet   für 

x  =  a  ein  Wendungspunkt  statt  (§  117)  und  zwar  ist  die 
krumme  Linie  nach  M  stets  konvex,  vor  M  für  positive 
Ordinaten  konkav,  für  negative  konvex  (§  115). 


123. 

Aufgabe.  Die  krumme  Linie  zu  diskutieren,  deren  Glei- 
chung ist 

y  =  yx  +  yx. 

Auflösung.  Weil  jede  gerade  Wurzel  das  doppelte  Vor- 
zeichen liat,  so  ist  zuerst  klar,  dass  die  krumme  Linie  sich 
nach  der  positiven  Seite  hin  mit  zwei  Schenkeln  ins  Unend- 
liche erstreckt.  Für  x=l  schneidet  der  untere  Schenkel  die 
Abscissenachse.  Nach  der  negativen  Seite  hin  existiert  wegen 
yx  die  Kurve  nicht.     Da  nun 

dy^     1    -f-    1 

^     syx^-~^V^' 

dry 2     _     1 

und  --  für  x  =  Ü  unendlich  ist,  so  steht  die  Rerührungslinie 

im  Anfangspunkt  A  beider  Schenkel  senkrecht  auf  der  Ab- 
scissenachse. 
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Für  den  obeni  Sclienkel  giebt  es  weder  ein  Maximum, 

)  bis  X  =  oo  immer  posi 

dhj  ^2,1 


dii 
noch  ein  Minimum,  weil  -—-  für  a?  =  0  bis  x  =  oo  immer  positiv 


ist.     Da  ferner  für  diesen  Schenkel    ,  ,  —      ,  i    , 

nicht  =0  werden  kann,   und  immer  negativ   ist,   so   bleibt 
dieser  Schenkel  in  seinem  ganzen  Verlauf  konkav. 

Für  den  untern  Schenkel,  welcher  mit  dem  obern  einen 
Schnabel  bildet,  ist 

dy_J^ 1_.      ^_ 2  1 

Für  X  ==  (f )*'  wird  ^  =  0  und  da  für  diesen  Wert  von 
X  der  zweite  Diflferentialquotient  negativ  ist,  so  giebt  es  ein 
Maximum  [y  =  -^]- 

Um   einen   etwaigen   Wendungspunkt   zu   finden,    setzen 

wir   y4  =  ö,   woraus   x  =  i  —  j.     Für   diesen  Wert   von   x 

giebt  es  einen  Wendungspunkt,  weil  der  dritte  Differential- 
quotient nicht  =  0  ist  etc. 

124. 

Aufgabe.  Den  Lauf  der  parabolischen  Linie  anzugeben, 
deren  Gleichung  ist 

^^^^^^  t/  =  .'»^  — 9£c-  +  23ic  — 15. 

HH^^^^^I^^         Auflösung.     Man  hat  hier 

'  $^  =  3a;''  — 18it;  +  23; 

dx 


^3 


^  =  6,^-18;    p,  =  6. 
dx-  dx-^ 

Es  ist,  wie  aus  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichung 

a;-_9a;2  +  23^— 15  =  0  folgt,   y  =  {x—\)  (ic  — 3)  (^  —  5), 

mithin  y  =  0  für  x  =  \,  =3,  =5.     Von  x=\   bis   ä;  =  3 

ist  y  stets  positiv;  von  3?  =  3  bis  a;  =  5  ist  ?/  negativ.     Für 

5C<1   ist  y  immer  negativ;   für  ;r>5  immer  positiv.     Die 

krumme  IJnie  schneidet  die  Abscissenachse  also  dreimal. 
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Ferner  folgt  aus  ^  =  3:r-—  18ic  +  23  =  0,  dass  x=S±y^. 

d-y 
Da  nun  y4  fiiv  f  =  3  +  y|  positiv  und  für  x  =  3  —  yf  ne- 
gativ ist,  so  findet  für  erstem  Wert  von  x  ein  Minimum  und 
für   den   andern    ein   Maximum   statt.      Für   einen   etwaigen 

d'^y 
Wendungspunkt   folgt   aus   V^  =  6j^  — 18  =  0,   dass   a;==3. 

Da  aber  für  diesen  Wert  von  x  die  Ordinate  ?/  =  0  und  also 

d'ii 
das  Produkt  y-j^  weder  positiv,  noch  negativ  ist  (§  115), 

so  muss  man  liier,  wo  nämlich  der  fragliche  Wendungspunkt 
in  der  Abscissenachse  liegt,  das  Verhalten  des  zweiten  Diife- 
rentialquotienten  hinsichtlich  seines  Vorzeichens  unmittelbar 
vor  und  nach  diesem  Durchschnittspunkt  untersuchen.     Für 

x  =  '^-\-li  ist  y^  =  -|-6/L    Vor  dem  Durchschnittspunkt  sind 

die  Ordinaten  positiv,  also  y  ■  y4  negativ.    Nach  dem  Durch- 

dj'y 
Schnittspunkt  sind  die  Ordinaten  negativ,  also  y  ■  j^  wiederum 

negativ.  Die  krumme  Linie  ist  mithin  vor  und  nach  dem  Durch- 
schnittspunkt konkav  und  deshalb  muss  der  Durchschnittspunkt 
ein  Wendungspunkt  sein.  Es  ist  auch  unmittelbar  einleuchtend, 
dass  eine  einfiJrmige  krumme  Linie,  die  sich  ohne  Wendungs- 
punkt durch  die  Abscissenachse  hindurch  zieht,  auf  der  einen 
Seite  notwendig  konkav,  auf  der  andern  Seite  konvex  ist.  Ist 
eine  einförmige  krumme  Linie  aber  auf  beiden  Seiten  konkav 
oder  konvex,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  ein  Wendungs- 
punkt. 

125. 

Aufgabe.  Die  krumme  Linie  zu  diskutieren,  deren  (im- 
plicitej  Gleichung  ist: 

{y  —  Af  =  {x  —  S){x  —  ^).     Man  findet 

7/  =  4  +  (a:  —  8) .  y{x  —4). 

Auflösung.  Für  a7-<4  ist  y  imaginär  (s.  die  Figur 
S.  128).  Für  x^  A  bekommt  //  zwei  Werte,  die  gleichviel 
über  und  unter  4  sind.     Die  krumme  Linie  wird  also  durcli 
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eine  mit  der  Abscissenaclise  parallele 
Gerade  in  zwei  symmetrische  Hälften 
geteilt.  Für  x  =  S  werden  beide  Or- 
dinaten  gleich  (=4).  In  m  ist  ein 
Doppelpunkt.     Ferner  hat  man 


dx 
Für  x  =  4:  wird 


+  Vit'  — 4- 


X 


8 


dy 
dx 


+  3C. 


senkrecht  auf  der  Abscissenachse.    Für  x  =  S  wird 


2Vx  — 4 

Die  Berührungslinie  steht 
dy 


dx 


+  2. 


Im  Doppelpunkt  m  giebt  es  also  zwei  Berührung'slinien.    Für 
^  =  ^3  g^iebt  es  ein  Maximum  und  ein  Minimum  etc. 


Siebentes  Buch. 


Von  der  Krüinmuiis:  der  Kurven. 


126. 

rjrkläriing.  Seien  y=-F{x)  und  y  =  fix)  die  Glei- 
cliungen  zweier  krummen  Linien,  CD,  EF,  welche  auf  die- 
selbe Abscissenachse  und  auf  denselben  Anfangspunkt  bezogen 
sind.  Wäre  nun  für  einen  bestimmten  Wert  von  x,  F  {x)  =  f{x\ 
so  haben  die  krummen  Linien  für  diesen  Wert  x  einerlei  Or- 
dinate ^  =  y  =  MP  und  gehen  also  beide  durch  denselben 
Punkt  M.  Lässt  man  die  Abscisse  um  A^'  wachsen,  so 
haben  wir 

y+Ay  =  Y{x)  +  r{x).Ax  +  Y"[x)-^  +  .... 

y  +  Ay=  /•(^)  +  r  {x).Ax  +  /■"  (.r)-^  +  .. .. 

Wäre  nun  ausser  f{x)  =  Y{x)  auch  nocli  f  {x)  =  ¥'  {x),  so 
haben  beide  krumme  Linien  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte 
M  auch  eine  gemeinschaftliche  Berührungslinie,  und  Lagrange 
sagt:  in  diesem  Falle  finde  unter  beiden  krummen  Linien  im 
Punkte  M  eine  Berührung  ersten  Grades  statt.  Wäre 
ausserdem  auch  noch  f"  {x)=^¥"  {x),  so  nennt  Lag  ränge 
dies  eine  Berührung  zweiten  Grades,  und  wenn  noch  /'"'  {x) 
=  ¥'"  (x),  eine  Berührung  dritten  Grades  etc. 

Es  ist  einleuchtend,  je  mehr  aufeinander  folgende  stetige 
Differentiahiuotienten,  vom  ersten  an,  einander  gleich  sind, 
je  inniger  schmiegen  die  beiden  krummen  Linien,  in  der  Nähe 
ihres  gemeinschaftlichen  Punktes  M,  sich  aneinander. 

Lübsen,  Infinitesimal -Rechnung.    7.  Aufl.  g 
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127. 

Aufgabe.  Es  sei  die  eine  Linie  vollkommen  bestimmt, 
z.  B,  eine  Parabel,  y  =  V9x,  die  andere  Linie  aber  nur  der  Art 
nach  bestimmt,  sie  soll  z.  B.  eine  parabolische  Linie  sein,  deren 
Gleichung-  die  Form  y  =  a-^hx-\- cx^  hat.  Man  soll  nun  die 
Koeffizienten  a,  b,  c  so  bestimmen,  dass  diese  Linie  mit  der 
Parabel  y  =  V9x  im  Punkte  M,  dessen  Koordinaten  x  =  4,  also 
y^ö  sind,  die  möglichst  innigste  Berührung  eingeht. 

Auflösung.   Man  liat  zuerst  aus  den  beiden  Gleichungen 

y  =  V9x,  •y  =  a-\-hx~\-  cx% 

dx       2Vx  "^ 

^_ 3_  ^  =  QCX 

dx-  4Vx^^  ^^' 

Da  nun  im  gegebenen  Berührungspunkt  M  beide  Ordinaten 
y,  y  gleich  sein  müssen,  und  für  x^4,  y  =  Q  ist,  so  müssen 
die  Koeffizienten  «,  h,  c  so  beschaffen  sein,  dass  die  Funktion 
a-\-hx-\-  cx^  für  x  =  4:  auch  y  =  6  giebt.    Dies  giebt  uns  die 

erste  Bedingungsgleichung  (1).  Da  ferner  für  x  =  4:,  7^  =  ^ 
und  auch  -j-^-r  sein  soll,  so  giebt  dies  die  zweite  Bedin- 
gungsgleichung (2).     Weil  ferner  für  a;  =  4,  y4^  =  —  ^,  so 

giebt  uns  dies  noch  eine  dritte  Bedingungsgleichung  (3) ,  und 
melir  kann  man  hier  nicht  aufstellen. 

6  =  a  4-  4i  +  64c ( 1 ) 

f  =  &  +  48c (2) 


3„ 
■J2 


24c (3) 


Aus  diesen  drei  Bedingungsgleichungen  findet  man  nun 
c  =  —  Y-h'H')  ^  =  ifj  f*  =  f-  Die  gesuchte  parabolische  Linie 
ist  also 
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Setzt  man  hierin  a;  =  4,  so  ist  fiii'  diesen  speziellen  Wert 
von  a-,  ebenso  wie  für  die  Parabel  y  =  V9x,  die  Ordinate  y  =  6, 

Jic^^       256  "~  4  '   clx-  ~       128  "~      32' 

Anmerkung.  Aus  diesem  Beispiele  erhellet  wohl,  dass, 
weil  eine  Berührung  zweiten  Grades  auf  drei  Bedingungs- 
gleichimgen  führt,  und  die  hier  der  Art  nach  gegebene  Linie 
y  =  a -\- bx -\- cx^  nur  drei  zu  bestimmende  Koeffizienten,  a, 
h,  c,  enthält,  hier  auch  keine  Berührung  höheren  Grades  ge- 
fordert werden  kann.  Hätte  jedoch  die  der  Art  nach  ge- 
gebene Linie  vier  unbestimmte  Koeffizienten,  wäre  sie  z.  B. 
in  dieser  Form  gegeben:  y=^a-\-ßx-\-yx--\-öx^,  so  hätte 
man  noch  die  dritten  Diiferentialquotienten  einander  gleich 
setzen  können,  man  hätte  dann  zur  Bestimmung  der  vier 
Koeffizienten,  «,  ß,  /,  d,  auch  vier  Bedingimgsgleichungen  ge- 
habt, und  die  Linie  würde  mit  der  Parabel  eine  Berührung 
dritten  Grades  eingegangen  sein. 

128. 

Von  "Wichtigkeit,  namentlich  für  die  höhere  Mechanik, 
ist  es  nun,  denjenigen  Kreis  zu  bestimmen,  der  mit  einer 
gegebenen  ki'ummen  Linie  in  einem  bestimmten  Punkt  der- 
selben die  möglichst  innigste  Berührung  eingeht.  Dieser 
Kreis  wird  Krümmungskreis,  und  sein  Radius  Krümmungs- 
halbmesser genannt. 

Um  für  die  Berechnung  desselben,  in  besondern  Fällen, 
gleich  eine  allgemeine  Formel  ab- 
zuleiten, sei  allgemein  y  =  F(x) 
die  gegebene  krumme  Linie  und 
X,  y  die  gegebenen  Koordinaten 
des  Punktes  M,  für  welchen  der 
Krümmungskreis  bestimmt  wer- 
den soll. 

Denkt  man  durch  M  eine 
Berührungslinie  und  eine  Nor- 
mallinie gelegt,  so  kann  man 
offenbar  aus  unzähligen  Punkten 

der  Normallinie  Kreise  beschi'eiben,    weh^he    alle    in  M    eine 
gemeinschaftliche  Tangente  haben.     Unter  diesen  unzähligen 
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Kreisen  muss  es  nun  einen  geben,  der  im  Punkte  M  die 
innigste  Berührung  mit  der  gegebenen  Linie  y  =  F{x)  ein- 
geht. Eine  Methode,  ihn  genau  zu  bestimmen,  hat  schon  der 
vorhergellende  Paragraph  verraten. 

129. 

Man  setze  nämlich,  auf  dieselbe  Abscissenachse  und  den- 
selben Anfangspunkt  A  bezogen,  die  durch  M  (x,  y)  be- 
stimmten aber  unbekannten  Mittelpunktskoordinaten  des  ge- 
suchten Kreises  AB  =  «,  CB  =  /9,  und  den  unbekannten  Ra- 
dius (Krümmungshalbmesser)  CM  =  (),  so  ist,  wenn  man  mit 
y  die  laufende  Ordinate  des  Kreises  bezeichnet: 

die  Gleichung  desselben. 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber  die  Diiferentialquotienten 
der  gegebenen  Gleichung  y  =  Y  {pc)  mit  p,  g . . . ,  so  haben  wir, 
ganz  wie  in  §  127*) 

2/  =  F(x)  y  =  ^^  +  [p'^_(;^._«)2]i 

dy ^y X  —  a 

^_^  ^_ r     

ax  ax  \j^^._(x  —  afy 

Weiter  brauchen  wir  nicht  zu  differentiieren,  weil  die 
allgemeine  Gleichung  des  Kreises  nur  drei  zu  bestimmende 
Konstanten,  «,  ß,  q,  enthält. 

Der  Kreis  kann  deshalb  mit  einer  krummen  Linie,  y^F{x), 
(im  allgemeinen)  auch  nur  eine  Berührung  zweiten  Grades  ein- 
gehen. Die  drei  Bedingungsgleichungen  zur  Bestimmung  der 
drei  Konstanten,  «,  ß,  q,  sind  hier  also,  da  für  den  be- 
stimmten Punkt  M  {x,  y)  der  krummen  Linie  y  =  F{x),  x, 

y,  p,   q  gegebene   Grössen   sind,    und  y  =  y;    ^  =  ^  =  i^; 

d^Y       d-y 

-T^  =  -T^  =  Q  sein  muss, 

dx-      dx' 


*)  §  147  Edmkg.  lehrt  eine  kürzere  Ableitung  des  Krümmungshalb- 
messers. 
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ßJ^[^  —  U  —  af]^=^U (i) 

' l  =  P (2) 


— '-^ — ^='/ (^) 


Um  hieraus  a  und  ß.  oder,  worauf  es  eigentlich  nur  an- 
kommt, Q  zu  finden,  addiere  man  zu  der  zuvor  quadrierten 
zweiten  Gleichung  auf  beiden  Seiten  1  und  bringe  die  linke 
Seite  auf  gleichen  Nenner,  so  kommt 

7^^$^=^'-^^ (^> 

^- ^  =  (1  +  /)^ (0 

Dividiert  man  (5)  durch  (3),  so  hat  man 

Wollte  man  zur  vollständigen  Bestimmung  des  Krümmungs- 
kreises, ausser  seinem  Radius  (*,  auch  noch  die  Koordinaten 
«,  ß  seines  Mittelpunktes  haben,  so  giebt  die  Gleichung  (4), 
durch  (3)  dividiert, 

[^-(,^-,^  =  -^±1 (6) 

Aus  (1)  folgt         [q'^  —  (x  —  a)-f^  =  y  —  ß.  mithin 

.-ß—"^^ (') 

Die  (Tleichung  (2)  mit  (<3)  multipliziert,  kommt 

X «  =  ü '-^- (  8  ) 

Aus  (7)  und  (8)  folgen  nun  die  durch  die  gegebenen  Grössen 
^?  Pj  Pj  Q  ftii'  den  Punkt  M  (x,  y)  bestimmten  Werte  von  a 
und  ß^  nämlich 


a  =  a; — }) 
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(I 


ß-y+'-^f 


130. 

Denkt  man  sich  eine  krumme  Linie  durch  die  Bewegung 
eines  Punktes  beschrieben,   so   ist   die   augenblickliche,   sich 

stetig  ändernde  Richtung  desselben  an 
irgend  einer  Stelle  A  oder  B,  durch 
die  daselbst  gedachte  Berührungslinie 
gegeben.  Hat  der  Punkt  A  den  Weg 
AB  (ohne  Wendungspunkt,  Spitze  etc. 
gedacht)  durchlaufen,  so  ist  die  Grösse 
der  Eichtungsänderung  durch  den 
^Mnkel  ACB  gegeben,  den  die  beiden, 
durch  A  und  B  gehenden  Normallinien  bilden,  indem  dieser 
AVinkel  dem  Winkel  BYT  gleich  ist. 

Je  grösser  nun  das  Bestreben  des  beschreibenden  Punktes 
A  ist,  von  seiner  augenblicklichen  Eichtung  in  A  abzuweichen, 
desto  mehr  krümmt  sich  offenbar  die  Linie  an  dieser  Stelle. 
Wäre  dieses  Krümmungsbestreben  in  allen  Punkten  immer 
dasselbe  (konstant),  mithin  die  Eichtungsänderung  des 
beschreibenden  Punktes  für  gleichlange  Bögen  gleich,  und 
folglich  der  Länge  des  durchlaufenen  Weges  proportional,  so 
würde  die  krumme  Linie  überall  von  gleichförmiger 
Krümmung  sein.  Diese  Eigenschaft  hat  offenbar  der  Kreis, 
aber  auch  nur  der  Kreis.  Für  jede  andere  krumme  Linie  ist 
das  Krümmungsbestreben  (die  Krümmung)  von  Punkt  zu  Punkt 
veränderlich. 

In  betreff  der  Kreise  kommt  man  leicht  von  selber  zu 
der  Einsicht,  dass  sich  ihre  Krümmungen  umgekehrt  wie  ihre 
Eadien  verhalten.  Denn  beschreiben  die  Punkte  A  und  a 
zwei  konzentrische  Kreise,  so  sind  die  Punkte,  in  B  und  h 
angekommen,  um  gleichviel  von  ihrer  anfänglichen  Eichtung 
abgewichen.  Da  nun  aber  die  Länge  der  Bögen  zu  gleichen 
Winkeln  am  Mittelpunkt  sich  wie  die  Eadien  verlialten,  so 
muss  auch  das  konstante  Krümmungrsbestreben  des  Punktes  a 
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so  viel  mal  so  stark  sein,  als  der  Bogen  ah  so  klein  als  AB, 
oder  als  der  Radius  ac  so  klein  als  AC  ist. 

Betrachten  wir  demnach  die  Krümmung-  eines  Kreises, 
dessen  Radius  =  1  ist,  als  Einheit,  so  sind  die  Krümmungen 
der  Kreise,  deren  Radien  =2,3, r  sind,  durch  die  reci- 

proken  Werte  derselben  -^ ,  -^ ,  —  —  gegeben. 

131. 

Mit  diesem  Krümmungsmass  für  Kreise  können  wir  nun 
aber  auch  die  Krümmung  jeder  anderen  Linie  messen,  und 
uns  dadurch  von  der  Grösse  dieser  Krümmung  in  verschie- 
denen Punkten  einen  klaren  Begriif  verschaifen. 

Wenn  nämlich  ein  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkt, 
M  {x,  y),  einer  krummen  Linie  die  möglichst  innigste  Be- 
rührung mit  derselben  eingeht  (§  128),  so  kann  man  daselbst 
einen  sehr  kleinen  Teil  (Element)  der  krummen  Linie  als 
mit  einem  ebenso  kleinen  Bogen  des  Kreises  zusammenfallend 
betrachten  und  annehmen,  dass  die  krumme  Linie  in  dem 
Punkte  M  dieselbe  Krümmung,  wie  der  erwähnte  Kreis  habe. 
Dieser  sich  bei  M  am  genauesten  anschmiegende  Kreis  wird 
deshalb  auch  schicklicherweise  Krümmungskreis  und  sein 
Radius  Krümmungshalbmesser  genannt,  weil  wir  durch 
Vermittelung  dieser  Krümmungshalbmesser  die  Krümmungen 
in  verschiedenen  Punkten  messen  und  miteinander  vergleiclien 
können.  Je  grösser  der  Krümmungshalbmesser,  je  schwächer 
die  Krümmung  und  umgekehrt. 

Sowohl  der  Radius  q,  als  auch  die  Mittelpunktskoordi- 
naten «,  ß  des  Krümmungskreises  für  einen  gegebenen  Punkt, 
M  (x,  y),  einer  beliebigen  krummen  Linie,  y  =  F{x),  sind 
schon  im  §  129  gefunden,  nämlich  allgemein 


a=x 


ß=y  + 


Q 

jj(l-f /) 
Q 

1+r 
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132. 

1.  Weil  Q  eine  absolute  Länge,  also  stets  positiv  ist,  so 
muss  man  von  dem  doppelten  Vorzeichen  der  geraden  Wurzel 
stets  dasjenige  nehmen,  welches  q  positiv  giebt,  also  das 
obere,  wenn  die  krumme  Linie,  wie  hier  bei  der  Ableitung 

angenommen,  konkav,  mithin  g  =  y4  negativ  ist  (§  115), 

2.  Ist  g  =  0,  so  ist  q  =  oo  und  die  Krümmung  —  =  0. 

Dies  ist  für  alle  Wendungspunkte  der  Fall,  in  deren  Nähe  x> 
und  q  in  Bezug  auf  x  kontinuierlich  bleiben. 

3.  Ist  für  einen  besonderen  Wert  der  Abscisse  g  =  oo, 
ohne  dass  die  Berührungslinie  senkrecht  auf  der  Abscissen- 
achse  steht  (also  p  nicht  ^oo  ist),  so  wird  ()  =  0  und  die 
Krümmung  unendlich. 

4.  Werden  beide  Diiferentialquotienten,  p  und  q,  unend- 
lich, so  bestimmt  man  q  nach  §  83. 

5.  Weil  der  Krümmungshalbmesser  q  nur  eine  Funktion 
von  p  und  q  ist,  so  müssen  auch  zwei  krumme  Linien,  welche 
einen  Punkt,  M  (ic,  y),  gemein  haben,  und  in  welchem  p  und 
q  für  beiderlei  krumme  Linien  gleichwertig  sind,  für  diesen 
Punkt  einerlei  Krümmungskreis  haben. 

133. 

Aufgabe  1.  Den  Krümmungshalbmesser  der  Parabel 
y  =  Vax  für  den  allgemein  gegebenen  Punkt  M  {x,  y)  zu  be- 
stimmen. 

dt  dt 

Auflösung.    Man  hat  hier  zuerst  p  =  — -  •,  q  = ^  > 

2x-'  4x^^ 

Setzt  man  diese  Werte  von  p  und  q  in  die  allgemeine  Formel 
für  den  Krümmungshalbmesser,  so  ist 


iV^ 


+  4xf 


Für  x  =  0  ist  die  stärkste  Krümmung  im  Scheitel  q  = 
■la=  dem  halben  Parameter.     Für  grösser  werdende  x  wird 
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Q  immer  grösser  und  die  Krümmung  also  immer  scliwäclier. 

Für  x^<x  ist  Q  =  oc.     (Vergl.  §  77,  Anmerkung.) 

125 
Für  a=9  und  x  =  4  ist  p  =  — — - .     Denselben  Krüm- 

o 

mungslialbmesser  hat  für  x  =  4:  auch  die  krumme  Linie  y  = 

l  +  ll"''-^^^^^^''^^"^^^^^^^^- 

Aufgabe   2.      Den    Krümmungshalbmesser    der   Ellipse 


y  =     Va-  —  X-,  als  Funktion  von  x  anzugeben. 

Auflösung.     Es  ist  hier 
(ly  hx  d-y  ah 

_[a*  — (a^  — &2)a?2]t 


Für  X  =  0  ist  p  ==  -7- .     Für  x^=a  ist  p  =  — 
6  ^       a 


Achtes  Buch. 


Differentiation  verwickelter  Funktionen  zweier 
veränderliclien  Grössen. 


134. 

Verwickelte  (implicite)  Funktionen  zweier  veränderlichen 
Grössen,  .t,  ?/,  pflegt  man  in  der  Regel  auf  Null  reduziert  zu 
denken,  und  dann  allgemein  durch  F  [x,  y)  =  0  zu  bezeichnen. 
Dass  man  auch  solche  verwickelte  Funktionen,  die  man  ent- 
weder auf  die  abhängig  veränderliche  Grösse  nicht  reduzieren 
kann,  oder  auch  zu  grosser  Weitläufigkeiten  halber  nicht  re- 
duzieren  will,   dennoch   der  Differentiation   unterwerfen  und 

dadurch   den   Differentialquotienten  -~   (wenn   auch   nur   als 

Funktion  von  x  und  y  zugleich)  bestimmen  kann,  werden  die 
folgenden  Paragraphen  zeigen. 

135. 

Wenn  man  auch  die  verwickelte  Gleichung  F  [x,  y)  =  0 
nicht  auf  die  abhängig  veränderliche  Grösse  y  reduzieren 
kann,  so  kann  man  sie  sich  doch  darauf  reduziert  und  also 
auch  konstruiert  denken.  Denkt  man  sich  durch  einen  be- 
liebigen Punkt,  M  (x,  y),  eine  Berührungslinie  gelegt,  so  kann 
man  nach  der  trigonometrischen  Tangente  des  Berührungs- 
winkels  oder,  was  dasselbe  ist,  nach  dem  ersten  Difterential- 

dy 
quotienten  -^  fragen.     Die  Gleichung 

F{x,y)  =  0 (1) 
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verlangt,  zu  einem  beliebigen  Wert  von  x  den  zugehörigen 
Wert  (Werte)  von  y  zu  bestimmen,  welcher  der  Gleichung 
(1)  Genüge  leistet  (sie  annulliert).  Die  Ordinate  y  ist  eine 
Funktion  von  x.  Denkt  man  sich  die  Gleichung  (1)  auf  y 
reduziert,  und  nimmt  für  den  Augenblick  an,  es  sei  y=^f{x\ 
so  muss,  wenn  diese  Funktion  -von  x  in  die  Gleichung  (1) 
statt  y  gesetzt  wird,  die  resultierende  Gleichung 

Y[x,f{x)\  =  0 (2) 

für  jeden  Wert  von  x  identisch  Null  werden,  mithin  auch, 
wenn  man  x-\-/\x  statt  x  setzt,*)  weil  sowohl  die  kon- 
stanten, als  veränderlichen  Grössen  sich  gegenseitig  tilgen. 
Dann  hat  man  auch 

F [a?  +  Aä;,  f{x  +  Ax)]  =  0 (s) 

oder,  wenn  man  entwickelt, 

F  [x,  fix)]  4-  F'  [x,  fix)] .  Ax  +  M  A.>/-  + =  0 

oder  auch,  weil  das  Glied  F  [x,  f{x)]  =  0  ist,  und  weggelassen 
werden  kann, 

F'  [x,  f(x)] .  Ax  +  UAx-  -f-  N  Aa;-^  + =  0. 

Diese  Gleichung  muss  für  jedes  Ax  bestehen  und  müssen  des- 
halb die  Koeffizienten  von  A*",  Ax-, . . .  jeder  tür  sich  =  0 
sein  (Analysis  §  64  a,  Anmkg.).  Nun  ist  aber  das  erste  Glied 
dieser  Reihe,  nämlich:  F' [x,f{x)]  Ax  =  0  oder  F' [x,  f  (x)]  ifx, 
das  Differential  von  F[x,f(x)]  =  0. 

Hieraus  folgt  nun  aber,  dass,  wenn  man  sich  wieder  y 
statt  seines  Stellvertreters,  f{x),  gesetzt  denkt,  und  die  Glei- 
chung F  (Xj  y)  =  0  so  difterentiiert,  als  wenn  auch  y  statt  ab- 

*)  Sei  zur  Erläuterung  dieses  Hilfssatzes 

F  (jr,  y)  =  r  —  2xij -\-  x-  —  a-  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung-  (weil  nur  vom  zweiten  Grade)  folgt  leicht,  dass 
y^x  +  a  =  f{x)  ist,  mithin  ist  hier 
F  [^,  f  i^)]  =  {x±  a)-  -2x{x±  a)  +  er-  -  «-  =  0, 
F[x+Air,  f{x+Ax)]  =  {x+Ax±a)--  2{x+l\x){x+Ax±a)+{x+^x)--a-^0. 
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hängig,  absolut  veränderlich  wäre,  man  auch  das  Differential 
=  0  setzen  muss.*)     Man  habe  z.  B. 

x^y^  —  e'  —  cx'^  -|-  /i  =  0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nicht  auf  ij  reduzieren.  Dennoch 
ist  y  durch  x  bestimmt  und  man  kann  annehmen,  es  sei 
y  =  f(x)  und  folglich 

a^ .  [f{x)f  —  /^^^  —  cx"^  +  /i  =  0. 

Die  linke  Seite  muss  für  jeden  Wert  von  x  =  0  und,  "v\ie  wir 
gesehen  haben,  auch  das  Differential  =0  sein;  das  Differential 
ist  aber 

[f{x)Y.QxHx^x\h[f{x)f.f\x)dx—ef^'^^f'{x)dx—icx^dx==0 

oder[/'(ic)]?6ic•^£^a:+a;^5[/'(a^)]^^./'(iP;)— /^^^^./'(ic)— 4fa;^(?:r=0. 

Es  ist  also,  weil  f{x)=y,  mithin  auch  dy=f(x)clx=d.f(x)  ist, 

y^ .  6x^dx  -f-  x^ .  ^y^dy  —  e^  dy  —  4:cx^dx  =  0, 

{hx^y^  —  e*)  dy  -j-  {Qx^y^ —  4:CJf)  dx  =  0, 

dy      4cx"  —  ßx^y^ 

136. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  wäre  also  bewiesen,**) 
dass  man,  um  eine  verwickelte  Gleichung,  F(a?,  i/)  =  0,  zu 
differentiieren,  nur  so  zu  verfahren  braucht,  als  wenn  beide 
Grössen  x,  y  absolut  (unabhängig)  veränderlich  wären,  oder 
was  dasselbe  ist:  Man  differentiiere  die  Gleichung  F  (x,  ?/)  =  0 
einmal,  indem  man  y  veränderlich  und  x  als  konstant  und 
dann   dieselbe   noch   einmal,   indem   man  x  als   veränderlich 


*)  Aus  {x  +  «)-  —  2a?  (a?  +  a)  -f-  x-  —  a-  =  0  folgt  z.  B. 
2  (x  +  rt) .  <Z  (x  +  a)  —  2x  .d{x  +  a)  —  2  {x  +  a)dx-\-  2xclx  =  0 
nnd,  wenn  man  wieder  y  statt  x  +  a  setzt, 

2ydy  ■ —  2x  .  dy  —  2ydx  -\-  2xdx  =  0, 
{y  —  x)dy  —  {y  —  x)  dx  =  0, 

dx 
**)  In  §  137  wird  noch  ein  anderer  Beweis  gegeben. 
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und  y  als  konstant  betrachtet,  und  setze  die  Summe  beider 
Diiferentiale  =0. 

Diese  allgemeine  Eegel  pflegt  man  durch  folgende  drei 
verschiedene  Bezeichnungen  anzudeuten :  Wenn  F  (o?,  y)  =  0, 
so  ist 

F;,  {x,  y).dy-\- F'^'ix,  y).dx=  0, 

wo  also  [    '  -  j  oder  kürzer  (y-j  oder  F^  (**,  y)  andeutet, 

dass  von  •  F  {x,  y)  das  Differential  in  Bezug  auf  y  genommen 
werden  soll. 

137. 

Zweiter  Beweis,     ^^^enn  auch  die  Gleichung 

Y{x,y)  =  ^ (i) 

sich  nicht  auf  die  abhängig  veränderliche  Grösse  y  reduzieren 
lässt,  so  sieht  man  doch,  dass  es  für  ein  beliebiges  x  ein  zu- 
gehöriges y  geben  muss,  welches  der  Gleichung  Genüge  leistet 
(sie  annulliert),  und  dass,  wenn  man  diesem  x  (Abscisse)  ein 
Wachstum  /\x  beilegt,  auch  y  (Ordinate)  ein  Wachstum  Ay 
bekommen  muss,  und  dass  dann  beide  zusammengehörigen 
Werte  (Koordinaten)  x-\-  /\,x  und  y -\-  /\y  der  Gleichung 

F(x4- Ax-    V/+ Av/)  =  0 (2) 

wieder  Genüge  leisten  (einen  andern  Punkt  der  krummen 
Linie  bestimmen).  Wenn  daher  x  und  y  zwei  zusammengehörige 
AVerte  sind,  und  man  setzt  in  Gleichung  (1)  x-{-  /\x  statt  x, 
so  muss  man  notwendig  auch  y -\- Ay  statt  y  setzen  und 
dann  alle  Glieder  in  (2)  nach  Potenzen  der  Inkremente  Aoc, 
Ay  entwickeln.  Diese  Entwickelung  kann  geschehen,  indem 
man  erst  alle  Funktionen  von  x  -\-  Ax  nach  Potenzen  von 
Ax  entwickelt,  dann  in  der  erhaltenen  nach  Potenzen  von 
Ax  fortschreitenden  Reihe  auch  nocli  die  Funktionen  von 
y-\-Ay  entwickelt  oder,  was  offenbar  dasselbe  ist:  wir  setzen 
in   (1)   x-{-Ax  statt  x  und   entwickeln   erst  F{x-{-Ax,y) 


142 

nach  Potenzen  von  A^»?,  indem  wir  y  einstweilen  als  konstant 
betrachten. 

Der  Taylor 'sehe  Lehrsatz  giebt 

weil  nun  aber  auch  y  sich  ändert  und  allenthalben  y  -\-  Ay 
statt  y  gesetzt  werden  muss,  so  hat  man 


=  0. 


Entwickeln  wir  jetzt  noch  jedes  Glied  der  rechten  Seite  nach 
Potenzen  von  /\y  (indem  man  jetzt  x  als  konstant  betrachtet), 
so  erhält  man 

Y{x,y+  Ay)  =  Y{x,y)-\-Yy{x,y).  Ay  +  r;,{x,y)-^^+.... 
FL  {x,y^  Ay)  Ax=  F.;  (x, y)  Ax -\-  F"^ (x,y)  /\x/\y -{- . .. 
FL'(^,2/+ A^)  •  f;^  =  FL'(^,2/)  •  f^' +  F- (^,^/) .  f^' •  AI/+.... 


Werden  diese  Entwickelungen  in  obige  Gleichung  sub- 
stituiert, so  ist 

F(rr+A^t-,7/  +  A!/)=F(a:-,^)  +  F;(a:,«y).Ay+F;,'(rc,i/).-^"+., 

+  Fi  {x,  y)./\x  +  Y%  ix,  y).Ax.Ay+....\-=^ 

+F;'(^,y)f^'+., 

oder  weil  das  erste  Glied  F  {x,  y)  =  0  ist  und  wegfällt,  so  hat 
man  für  die  Bezeichnung  zwischen  den  Inkrementen  Ax  und 
Ay  die  Gleichung 

F'yix,y)Ay-i-FUx,y)Ax-\-FUx,y)f^  +  ....  =  0...[s) 

Diese  Gleichung  ist  zwar  ebenfalls  verwickelt  und  lässt 
sich  deshalb  nicht  auf  Ay  reduzieren.  Da  es  aber  gar  nicht 
darauf  ankommt,  Ay  selbst  (das  Inkrement  der  Ordinate)  zu 
erhalten,    sondern    wir    nur   den   Grenzwert   des   Quotienten 
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-~  für  /\x  =  0,  nämlicli  den  ersten  Differentialquotienten  -—- 

/\üO  (IOC 

zu  wissen  nötig  haben,  so  kann  man,  um  diesen  zu  erhalten, 
annehmen,  es  sei  Ay  =  kAoc  und  die  Differentialgleichung  (3), 
indem  man  statt  der  Potenzen  A^^  A?/^...,  k-Ax^,  k^Ax^,. .. 
gesetzt  denkt,  auch  so  schreiben: 

F'yix,y)Ay  +  FUx,y)Ax-^F';ix,y).^^^-\-....  =  0. 

Hieraus  folgt  nun 

F'y(x,y)-^  +  FUx,y)  +  r;ix,y).^^^  +  ....  =  0. 

Lässt  man  jetzt,  um  auf  die  erwähnte  Grenze  zu  kommen, 
Ax  bis  zu  0  konvergieren,   so  fallen  alle  in   Ax,   Ax~ 

multiplizierten  Glieder  weg,  und  für  — -  muss  dann  —^  (die 

/\jC  ClOC 

Grenze  des  Quotienten  —-j  gesetzt  werden,  und  man  hat 
dann  wie  in  §  136 

Fy{x,y).^^  +  F'Ax,y)  =  0, 
F'y  (x,  y) .  dy  +  F;  [x,  y)  dx  =  0, 

UlF 


dy \dx 

dx  fdF\ 

dy) 


138. 

*  Dritter  Beweis.  Nach  der  Infinitesimalmethode  ergiebt 
sich  die  gegebene  Regel,  nach  welcher  man  eine  verwickelte 
Funktion,  F{x,y)^0,  differentiiert,  folgendermassen  viel  ein- 
facher und  natürlicher:  denkt  man  sicli  nämlich  zu  einem 
beliebigen  x  das  davon  abhängige  y  so  bestimmt,  dass  beide 
Grössen  der  gegebenen  Gleichung  F  {x,  y)  =  0  Genüge  leisten 
und   man   lässt   nun   (um   zu   einem   andern  Punkt  der  ent- 
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sprechenden  Linie  zu  gelangen)  das  x  um  l\x  wachsen,  so 
muss  auch  y  um  ein  solches  Inkrement  A?/  zunehmen,  dass 
die  Gleichung  F  (x  -f-  Aa?,  ?/  +  A2/)  =  0  besteht  (weil  x^  /\x 
und  y -\- /\y  die  voneinander  abhängigen  Koordinaten  sind). 
Denkt  man  sich  nun  die  linke  Seite  nach  den  Lehren  der 
Analysis  entwickelt,  so  muss  erstlich  die  Funktion  Y  {x^y) 
wieder  erscheinen,  welche  (weil  =0)  wegfällt,  ausserdem  er- 
scheinen Glieder,  welche  mit  den  Inkrementen  /\x^  /\y,  so- 
wie auch  mit  Potenzen  und  Produkten  derselben  als  Faktoren 
behaftet  sind  und  die  verwickelte,  auf  0  reduzierte  Beziehung 
zwischen  den  Inkrementen  ausdrücken.  Lässt  man  nun,  um  auf 
das  charakteristische  Dreieck  zu  kommen,  /\x^  und  also  auch 
Ay-,  bis  zu  Infinitesimalgrössen  dx,  dy  konvergieren,  so  ver- 
schwinden hiergegen  die  höheren  Potenzen  dx-^  dy^, wie 

auch  die  Produkte  dxdy,  dxdy-  etc.,  so  dass  also  notwendig 
eine  homogene  Gleichung  übrig  bleibt,  in  welcher  jedes  Glied 
ein  unendlich  Kleines  erster  Ordnung  ist.  Diese  Gleichung 
erhält  man  offenbar  durch  einfache  Differentiation  der  ge- 
gebenen Gleichung  F{x,y)  =  0,  indem  man  hierbei  die  ab- 
hängige Grösse  y  formell  wie  eine  absolut  veränderliche  be- 
handelt. 

189. 

Der  aus  einer  verwickelten  Funktion  gezogene  Differential- 

dy 
quotient     '    ist  offenbar  eine  Funktion  von  den   beiden   ab- 

(IOC 

hängigen  veränderlichen  Grössen  x,  y,  und  lässt  sich  also 
auch  nur  für  solche  gegebene  Werte  von  x  bestimmen,  für 
welche  zugleich  der  Wert  (oder  die  Werte)  der  abhängigen 
Grösse  y  aus  der  ursprünglichen  Gleichung  F  {x,  y)  =  0  ge- 
funden werden  kann.  Gehören  dann  zu  einem  gegebenen  Wert 
von  X  verschiedene  Werte  von  y,  so  hat  der  Differential- 
quotient ebenso  viele  verschiedene  Werte. 

Beispiel.     Man  hat  aus  der  Gleichung 

y-  —  4:Xy  -\-x'  —  4  =  0 ( i ) 

2ydy  —  Axdy  —  Aydx  -\-  2,xdx  =  0, 
(2y  —  4x)  dy  —  (4y  —  2x)  dx=  0, 

dy^2y  —  x  . 

dx      y  —  2x 
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Weil  zu  jedem  Wert  von  x  zwei  Werte  von  y  gehören, 

so  muss  notwendig  auch  der  Differentialquotient  zwei  Werte 

haben.     Setzt  man  z.  B.  in  (1)  aj  =  2,  so  wird  y*-  —  8?/  =  0, 

o       •.!,•     #0  —  2       1        -.  dy 
woraus  y='^  und  ?/  =  8,  mithin  -y-  =  ^ ±"^~ö  ^^"-    /""^ 

— —  =  3|.    Reduzieren  wir  (weil  es  hier  möglich  ist)  (1) 

8  —  4 

auf  y,  so  ist 


tj  =  2x  +  V4  +  3ic2 (3) 

AVird  dieser  Ausdruck  für  y  in  (2)  substituiert,  so  erhält  man 

#_.2^        3^ 


dx         —  y4  _^  3a;2 

140. 

Um  die  successiven  oder  höheren  Differentialen  und  Dif- 
ferentialquotienten einer  verwickelten  Funktion  F(x,2/)  =  0 
zu  erhalten,  wollen  wir  zuerst  einen  besondern  Fall  be- 
trachten.    Wenn 

y-  —  ^xy  -\-x-  —  4  =  0 ( i )  ist,  so  ist 

(2?/  —  4,/-)  (ly  —  Uy  —  2x)dx={) (2) 

{y-.2x)'^-2y^x=0 

(y  —  2x).2)  —  2y-\-x^0 ( 3 ) 

In  letzterer  Gleichung   ist  p  =  y'   '^^^''^^'   ^"^^   Funktion 

von  x  und  y  zugleich.  Weil  aber  y  eine  Funktion  von  x 
(durch  X  bestimmt)  ist,  so  kann  und  muss  man  offenbar  auch 
p  als  eine  Funktion  von  x  allein  betrachten. 

Denkt  man  sich  nun  in  (3)  statt  y  und  p  ihre  Funktionen 
von  X,  \f{x)  und  (p{x?)\  substituiert,  so  muss  die  Gleicliung  (3) 
für  jeden  Wert  von  x  identisch  Null  werden,  mitliin  auch  das 
Differential  derselben  =  0  sein.  Man  kann  also  die  Gleichung 
(3)  aufs  neue  wieder  differentiieren,  indem  man  dabei'  die 
Grössen  x,  y,  p  formell  als  unabhängig  betrachtet  und  das 
Differential  =0  setzt.     Wir  haben  also  aus  (3) 

Lübsen,  Infinitesimal -Rechnnng.    7.  Aufl.  IQ 
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p  (dy  —  2dx)  -\-  {y  —  2x)  dp  —  2dy  -\-dx^=0, 

oder  weil  ?;  =  -^ ,  und  ^  =  -^  (8  38)  ist, 
^       dx'  dx      dx-   ^      '      ' 

Man  beachte,  dass  man  in  formeller  Hinsicht  diese  Glei- 
chung- auch  unmittelbar  aus  (2),  nämlich  aus 

y  .dxj  —  Ixdy  —  2y .  dx -\- X .  dx^^^ 

erhält,  indem  man  beim  Differentiieren  y  und  dy  als  Funktion 
von  ic,  und  dx  als  einen  konstanten  Faktor  betrachtet  und  d-y 
statt  d.dy  setzt,  und  also  nicht  nötig  hat,  die  Gleichung  (2) 
erst  auf  die  Form  (3)  zu  bringen.  Man  hat  nämlich  durch 
Differentiation  vorstehender  Gleichung: 

dy .  dy  -}-  ydi-y  —  Idy .  dx  —  2xd-y  —  2dx .  dy  -\-  dx  .dx  =  0 
^V'  -\-{y  —  ^a?)  d-y  —  4dxdy  -j-  dx-  =  0 (4) 

Diese  Gleichung  drückt  nun  die  Beziehung  aus,  welche 
zwischen  x,  y  und  dem  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten 
stattfindet. 

d-y 

Will  man  den  zweiten  Differentialquotienten  -^-4   durch 

dy 
eine  Funktion  von  x,  y  allein  ausdrücken,  so  muss  man  für  -^ 

/  du      2 11 3c\ 

seinen  Wert  aus  (2)  ziehen  (nämlich  -j^  =  — — ^)  und  in  vor- 

stehende  Gleichung  substituieren,  alsdann  hat  man 

/  r.  N  f^'y  ,  (^2/ — xy-  ,  2lj  —  X  .  ^  ,^ 
(y  —  2a;)  ^  +  y^ — -^— (,-  —  4  •  '^  ^  +1  =  0, 
^-^  Ulx-~  {y  —  2x)'  y  —  2x   '  ' 

d-y  ^  3  (y"  —  4:xy  -f  x-) 
dx-  (y  —  2xy 
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Man  könnte  nun  offenbar  diese  Gleichung-,  oder  noch  be- 
quemer die  Gleichung  (4),  nämlich: 

dy-  -\-  yd-y  —  2xdhj  —  ^dxdy  -j-  dx^  =  0 

wiederholt  differentiieren  (indem  man  die  Grössen  y,  dy,  d-y . . 
weil  sie  sich  mit  x  ändern,  auch  als  Funktionen  von  x  und 
dx  als  konstant  betrachtet)  und  auf  dieselbe  Weise  auch  den 
dritten,  vierten  etc.  Differentialquotienten  bestimmen. 


141. 

Ist  nun  ganz  allgemein 

Y{x,y)  =  0 

die  verwickelte  Funktion,  so  ist  nach  festgesetzter  Bezeich- 
nung*) 

%)  ''^' + O  "^ + (S  ''^'''^ + (?)  ''^' + (f )  '''^  ^ " 

und  wenn  man  durch  dx-  dividiert  und  zugleich  das  zweite 
und  dritte  Glied,  welche  gleich  sind,  in  eins  zusammenzieht, 

d'¥\      Jd'¥\dy      ^?-^F\   dy'^       (d¥\   d'y_^ 
dx-J         \dxdyj  dx      Kdy'J   dx-       \dyj   dx- 


*)  Das  Zeichen  It-s)  bedeutet:  dass  die  Funktion  F(cr,  y)  =  0  zwei- 

niiil  iiacli  X  differentiiert  worden.  Ebenso  bedeutet  \~j^^),  '^ass  die  Funk- 
tion F  (x,  t/)  =  0  einmal  nach  x,  und  dann  das  Resultat,  in  welchem  mau 
dx  als  konstant  betrachtet,  wieder  nach  y  dift'erentiiert  ist,  oder  auch  tim- 
gekehrt.    Es  i.st  z.  B.,  wenn  F  (x,  y)  =  x-'y-  —  a  =  0, 

10* 
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142. 

Beispiel.   Man  hat  aus  der  Gleicliung  für  das  Kartesisclie 

Blatt  (Höhere  Geometrie  §  79): 

y^  —  Zaxy  -f-  o:^  =  0 ( i ) 

y'^dy  —  axdy  —  aydx  -|-  x^dx  ^0 ( 2 ) 

dy ay  —  x- 

dx      y"^  —  ax' 

Hier  gehören  zu  jedem  Wert  von  x  (Null  ausgenommen) 

dv 
drei  Werte  zu  y  und  —,  die  gleichzeitig  alle  drei  reell,  oder 

einer  reell  und  die  beiden  andern  imaginär  sind.     (Analj^sis 
§  113  und  §  136.) 

1.   Für  x^O  ist  auch  y  =  0.     Der  Differentialquotient 

-^  aber  ^  9r.     Um  seinen  wahren  Wert  zu  finden,  verfahren 
dx 

wir  nach  der  §  81  gegebenen  Eegel,  indem  wir  y  als  Funktion 

von  X  betrachten.     Es  ist  danach  für  x^O,  y  =  0: 


also 


dy      ay  —  x- 

0            dx 

dx      y^  —  ax 

0       „    dy 

dy 

J^-2x 
dx 

dx 

0   dy 

^^y-m- 

dx 

m- 

a    dy            X  ^ 
y    dx~       y 

1  (         2icv 

....) 

dy 

a  +  Va"^ — 4:xy 

—  \          a 

dx  2y  2y 

Es  ist  also  für  a;  =  0  und  1/  =  0  für  das  obere  Vorzeichen 

du  du 

^  =  00,  für  das  untere  aber  —  =  0.    Im  Anfangspunkt,  der 

ein  Doppelpunkt  ist,  steht  also  die  eine  Berührungslinie  senk- 
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recht  auf  der  Abscissenachse,  .die  andere  fällt  mit  ihr  zu- 
sammen. 

Für  denjenigen  Punkt,  für  welchen  «?/  —  x-  =  0,  mithin 

y  =  ~  ist,  ist  -p^O,  und  die  Berührungslinie  geht  wieder 

et  Ciüü  ^ 

parallel  mit  der  x^bscissenachse.  Um  die  Koordinaten  dieser 
Punkte  zu  finden,  wo  nämlich  ay  =  x-  wird,  setzen  wir  in  (1) 
x^  ^e  ^  3 

—  statt  y,  so  ist  -^  —  2x"  =  0,  woraus  ic  =  0  und  x=^aV2, 

3 

mithin  y  =  0  und  y  =  av4. 

Um  die  Koordinaten  der  Punkte  zu  erhalten,  in  welchen 
die  Berührungslinie  senkrecht  auf  der  Abscissenachse   steht, 

setzen  wir  den  Nenner  y  —  ax=^0,  mithin  x  =  —  .    Dies  in 

yd 

(1)  substituiert,  kommt  ?/"  —  3?/-'  +  ^  =  0,  woraus  y=^0  und 

3,  3 

y  =  aV'2,   mithin  x  =  Q  und  x==av4:.     Für  diese  Punkte  ist 

dy 

clx 

2.  Um  die  etwaigen  Asymptoten  der  krummen  Linie  zu 
bestimmen,  hat  man  (§  79) 

4 T  =  a;  —  V  •  ^^'  ~~  ^^  =  —  ■^'  ~  ^^^^^  ^  ^ '  =     ^^^    * ^ 
■    ay  —  x'  ay  —  x'  x^  —  ay   ' 

y-  —  ax  y-  —  ax  y-  —  ax ' 

Für  ic  =  cx)  ist  y  =  —  oo.    Daher  AT  =  —  a,  AC  =  —  a, 
wodurch  die  Lage  der  Asymptote  bestimmt  ist. 

3.  Um  zu  finden,  ob  für  x  =  aV'2,  und  y=^a\/A:  (wo  -— 


=  0  ist)  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfindet,  wollen  wir 

den  zweiten  Differentialquotienten  berechnen.  Die  Gleichung  (2), 
nochmals  ditferentiiert,  giebt 

2y .  dy-  +  .'/'  •  (^-y  —  adydx  —  ax .  d:-y  —  adx .  dy  +  2x .  dx-  =  0, 
{y-  —  ax) .  d^y  -\-  2ydy-  —  2adydx  -f-  2xdx-  =  0, 

^-)-i+2^-|^-2«l+2--=" (^'1 

*)  Folgt  aus  Gleichung  (1). 
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oder,  indem  wir  für  den  ersten  Differentialquotienten  seinen 
bereits  gefundenen  Wert  substituieren, 

{y"^  —  ax)  •  j~  —  Qax-iß  -|-  2x*y  -\-  2xy^  -\-  2a^xy  =  0, 

d~y       Öax'^y'^  —  2x*y  —  2xy^  —  2a^xy 

dx^  (y^  —  axY  ' 

d^y      2( —  x^  -\-  Saxy  —  y^  —  a^)xy 
dö^^  {if  —  axf  ' 

folglich,  weil  nach  (1)  — x^-\-Saxy  —  2/'^  =  0  ist, 

d-y 2a^xy 

dx^  (y^  —  axY ' 

Anmerkung.  Wir  haben  hier  den  zweiten  Differential- 
quotienten der  Übung  halber  ganz  allgemein  bestimmt.  Wollte 
man  ihn  aber  bloss  wegen  der  Entscheidung  über  Maximum 
oder  Minimum  für  den  speziellen  Punkt  haben,  in  welchem 

dl/ 

-^  =  0  ist,  so  hätte  man  ihn  leichter  aus  (3)  erhalten  können, 

dx 

indem  man  die  in  -^  und  -—  multiplizierten  Glieder  (weil 

=  0)  weglässt.    Für  diesen  speziellen  Punkt  ist  dann  offenbar 

'~4==-^i .     Für  x  =  av2  ist  die  Ordinate  v  =  «V4  im 

dx^      y  —  ax 

Zustande  des  Maximum,  weil  für  diese  Werte  von  x,  y  der 

du  dj^y 

erste  Differentialquotient  y^  =  0  und  der  zweite  y^  negativ 

ist.    Wegen  -p  =  oo  sehe  man  §  118,  3. 


Neuntes  Buch. 


Vertaiiscliimg  der  imabliängig  veräiiderlielieu 

Grösse. 


143. 

Hjs  kommt  manchmal  vor,  dass  zwei  unabliängig-  ver- 
änderliche Grössen  a?,  y  (z.  B.  Koordinaten)  als  Funktionen 
einer  und  derselben  veränderlichen  dritten  Grösse,  t,  gegeben 
sind*),  und  es  handelt  sich  nun  darum,  eine  allgemeine  Regel 
zu  finden,  nach  welcher  man  in  solchem  Falle,  ohne  die  dritte 
Grösse  t  eliminieren  zu  brauchen,  dennoch  die  in  Bezug  auf 

7  7'2 

X  genommenen  Diiferentialquotienten  ^ ,  y4 als  Funk- 
tionen von  t  ausdrücken  kann. 

144. 

Es  seien  zu  dem  P^nde  sowohl  y  als  x  stetige  Funktionen 
von  f,  nämlich  allgemein 

2/  =  F(f) (1) 

X  =  f{t) (2) 

Der  leichtern  Vorstellung  halber  denke  man  sich  die 
absolut  veränderliche  Grösse  t  eliminiert,  und  dadurch  y  als 


*)  Ein  solches  Beispiel  findet  sich  in  der  höheren  (leometrie  i?  79. 
In  der  höheren  Mechanik  werden  die  Koordinaten  einer  Bahn  oft  als 
Funktionen  der  Zeit  ausgedrückt. 
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eine  gesonderte  Funktion  von  x  hervorgehend.  Es  sei  nämlich 
nach  bewirkter  Elimination  von  t*) 

y  =  (f^'-^ (0 

Denkt  man  sich  für  t  einen  beliebigen  Wert  gesetzt,  so  sind 
dadurch,  vermöge  der  Gleichungen  (1)  und  (2),  die  zu  ein- 
ander gehörigen  Werte  von  x  und  y  bestimmt,  und  es  ist 
klar,  dass  man  den  zu  x  gehörigen  Wert  von  y  auch  aus 
der  als  vorhanden  fingierten  Gleichung  (3)  finden  könnte,  in- 
dem man  darin  den  aus  (2)  für  x  erhaltenen  Wert  sub- 
stituiert. 

Lassen  wir  nun  t  um  das  Inkrement  A^  wachsen,  so 
werden  auch  x  und  y  sich  ändern,  und  es  ist  nach  dem 
Taylor  'sehen  Lehrsatz 

Ay  =  F(#)Af  +  F"(0-^  +  ., (4) 

A:r=/(f).Af  +  r(0'^  + (^) 

Lässt  man  ferner  in  (3)  die  Grösse  x  sich  um  den  aus 
(5)  erhaltenen  Werf  Aa?  ändern,  so  A\drd  auch  in  (3)  y  sich 
ebensoviel  als  vorhin  ändern  und  man  hat  aus  (3) 

dy  ,   d-y    Ax-  , 


dx  dx-    1.2 

oder  wenn  man  hierin  —  um  die  Difterentialquotienten  -—^ , 

d-y 

-^ als  Funktionen  von  t  zu  erhalten  —  für  A^^"  den  Wert 

dx- 

aus  (5)  substituiert, 

A3'-|-[rw.At+no-^%...]  +  nS?[r(()A<+rw-^%...]+.. 


*)  Sei  z.  B.  y  =  1^  und  x  =  t-,  so  ist  y  =  x-  und  z.  B.  für  f  =  2  ist 
y  =16  und  x  =  4,  2/  =  16  ^^^^  f"^"      A^  =1  ist: 

Al/  =  (2  +  l)'-2*  =  65        A2/=65. 
und  Aa^  =  (2  4-  1)'  —  2-  =  5. 
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Da  die  beiden  für  /\y  erhaltenen  Reihen  (4)  nnd  (6)  für 
jedes  A^  gleich  sind,  so  ist  (Analysis  §  64  a) 

|.r(f)=F(f) ^7) 

%-f"{i)  +  '^[f'm  =  r'{t) (8) 

und  "wird  der  aus  der  Gleichung  (7)  folgende  Wert 

dx      fit) ^  ^ 

in  Gleichung  (8)  substituiert,  so  erhält  man 

d-y      f'{f).F"{t)  —  F'(f).f"{t)  ,    - 

— ~  =  — ^ ^ 10  I 

dx^  [r(t)f         ^  ^ 

Man  sieht  leicht,  wie  man  auf  dieselbe  Weise  erforderlichen 

d^y     d^ii 
Falls  auch  die  folgenden  Ditferentialquotienten  -^4^ ,   -^ 

als  Funktionen  von  t  finden  könnte,  indem  man  bei  den  vorher- 
gehenden Reihen  noch  das  3te,  4te Glied  berücksichtigt. 


145. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  müssen  wir  zuvor  noch  auf  zwei 
andere  Schreibweisen  aufmerksam  machen.  Weil  nämlich  so- 
wohl X  als  y  von  t  abhängig  sind,  so  folgt  aus 

y-=^¥[t)    und    x^f{t), 
dass 


^  =  F"(f);     '!?:—/"  w 


ist. 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  F'(f),  f'{t)...  in  die  für 
die  Differentialquotienten  gefundenen  Formeln  (9)  und  (10), 
so  kann  man  dieselben  auch  so  schreiben: 
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dij 

dx  d^y       dy  drx 

dy 

dt 

d-y       dt    dt^       dt    dt- 

dx 

dx' 

dx^  ~            (dxV 
\dt] 

~di 

oder,  weil  die  Dilferentialquotienten  y^,  y4  ^^^^^'  Funktionen 

von  t  sind  (weil  im  Zähler  und  Nenner  die  Divisoren  dt,  dt^. . . 
sicli  lieben),  so  kann  man  die  in  Bezug  auf  x  genommenen 

Diiferentialquotienten  -~-,  -j— ,  indem  wir  jetzt  dafür  ihre 

einfacheren  Zeichen  jj,  q setzen,  auch  so  schreiben : 

dy  dx  d-y  —  dy  d-x 


^      dx'  '^  dx"" 

Man  darf  aber  nicht  vergessen,  dass  dies  nur  eine  kürzere 

Sclireib weise  ist,  und  dass  rechter  Hand  dx,  d^x,  dy nur 

als   Stellvertreter   für   f  (t)  dt,    f"  (t)  dt-,   F'  {t)  dt....   stehen. 

Linker  Hand  sind  }),  q implicite  Funktionen  von  x,  die 

aber  durcli  Fimktionen  von  t  ausgedrückt  sind,  indem  rechter 

Hand  (in  y^j  dt,  fin  -~]  (^i^---  sich  heben. 

146. 

:t:  Wir  können  die  Sache  noch  von  einer  andern  Seite  be- 
trachten und  die  vorhergehenden  Resultate  durch  die  Infini- 
tesimalmethode auf  einem  viel  kürzeren  und  natürlicheren 
Wege  erhalten. 

Es  seien  wieder  x,  y  die  Koordinaten  einer  krummen  Linie, 
jede  aber  als  eine  Funktion  der  willkürlich  veränderlichen 
Grösse  t  gegeben,  nämlich: 

y  =  F(t) (1) 

X  =  fit) (2) 

Für  einen  beliebigen  Wert  von  t  sind  die  Koordinaten  x,  y 

und   mitliin  auch  ein  Punkt,  M,  der  krummen  Linie,  sowie 

dy 
die  Lage  der  dadurch  gelegten  Berührungslinie  tgr^-y-,  die 
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Subtangente  8^= ?/y-,  Krümmung-slialbmesser  n  =  ~ —       -^   etc. 

bestimmt. 

Könnte  man  aus  der  Gleichung  (1)  und  (2)  die  Grösse  t 
eliminieren,  und  y  durch  eine  Funktion  von  x  darstellen,  so 
könnte  man  leicht  j),  q^  sowie  die  fraglichen  Grössen:  Sub- 
tangente  etc.  berechnen  und  als  Funktion  von  x  ausdrücken. 
Angenommen  aber,  die  Elimination  von  t  sei  nicht  ausführ- 
bar, so  fragt  sich,  ob  man  dann  nicht  die  erforderlichen  Diffe- 
rentialquotienten p,  q,  mithin  auch  die  anderen  Grössen:  Sub- 
tangente,  Krümmungshalbmesser  etc.  als  Funktionen  von  t 
darstellen  kann. 

eil/ 
Der  erste  Differentialquotient  2y  =  -f^  ist  leicht  gefunden. 

Die  unmittelbare  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
giebt 

(lij  =  F'{t)(lt, 

dx  =  f'(t)dt. 

Denkt  man  sich  nun  dt,  folglich  auch  dy,  dx  nicht  als  absolutes 
Nichts,  sondern  als  Infinitesimalgrössen,  so  hat  die  Division 
beider  Differentialen  dy,  dx  durcheinander  Sinn,  und  man 
hat  (indem  dt  eliminiert  wird)  sogleich 

^'    nt)- 

Hier  ist  also  der  erste  Differentialquotient  j)  durch  eine  end- 
liche gebrochene  Funktion  von  t  dargestellt,  in  welcher  jedoch 
der  Zähler  oder  Nenner  auch  konstant  sein  kann. 
Differentiiert  man  aufs  neue,  so  kommt 

_  f'it).F"{t)dt-F'{t).f"it).dt 

und,  durch  (/./;-   f'{t).dt  dividiert, 

clp_^_fit).F"{t)-F'{t).f"{t) 
dx      ^  [f'{t)f 

oder    in    üblicher   Schreibweise,    indem    man   -^  statt   -^tttI 

dx  fit) 

[  .        ,.  ,  F'it^di      F'(m  du 

eigentlich  statt  :?r7Tf-r;  = -^ttk    setzt,  und  nun    ;    nicht  als 
\  /  {t)dx      t  v)'  dx 
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ein  Zeiclien  (wie  nach  der  Grenzmethode  geschehen  müsste), 
sondern  Zähler  und  Nenner  als  Funktionen  von  t  und  dt  be- 
trachtet, 


^'      dx'  ' 

-,   .     dx .  d^y  —  dy .  d'^x 

dp      ^      dx .  d^y  —  dy .  d'^x 
dx                         dx^             ' 

dx^  d'^y  —  Mx .  d^xd^y  -\-  3dy  (d"x)'  - 

—  dx  dy  d^x 

dq 

dx  dx^ 

147. 

Als  Anwendung-  des  Vorhergehenden  wollen  wir  jetzt  noch 
die  allgemeine  Formel  entwickeln,  nach  welcher  man  die  Krüm- 
mungshalbmesser auch  für  Polarkurven  bestimmen  kann. 

Sei  deshalb  (man  zeichne  sich  die  nötige  Figur)  der  ge- 
gebene Polarwinkel  MAX  =  6>,  der  zugehörige  Radius  vector 
AM  =  r  und  r  irgend  eine  Funktion  von  0,  nämlich: 

r  =  F(6>) (1) 

Am  leichtesten  ist  es  nun  hier,  erst  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  AP  =  a?,  WP  =  y  des  Punktes  M,  sowie  den 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  jj,  q  als  Funktionen 
von  ß  auszudrücken,  und  dann  die  für  j9  und  q  erhaltenen 
Ausdrücke  in  die  schon  bekannte  Formel  für  den  Krümmungs- 

halbmesser,  nämlich  in  o  =  4^  zu  substituieren.     Da 

nun  y  =  7-.sui& ( 2 ) 

x=^r  .GOB& ( 3 ) 

so  erhält  man  durch  zweimalige  Differentiation  dieser  Glei- 
chungen, indem  man  y,  x  als  Funktionen  der  absolut  ver- 
änderlichen Grösse  &  betrachtet,**) 


*)  In  Bezug  auf  2^,  Q,  ^'  ■  ■  ■  siebe  §  38. 

**)  Weil  nach  Gleichung  (1)  r  eine  gegebene  Funktion  von  0  ist, 
näinlicb  r  =  F(0),  so  bat  man  recbter  Hand  in  (2)  und  (3)  nur  eine 
absolut  veränderlicbe  Grösse  G,  nämlicb:  ?/  =  F(0)  .  sin  0;  x  =  F(0) .  cos  0, 
und  Avir  schreiben  nur  der  Kürze  halber  r  statt  F  (0),  dr  statt  F'{0)d0^ 
d-r  statt  F"  (0)  dG-  etc. 


157 

dy  =  sin  &  .dr  -{-r .  cos  &  dO, 

dx  =  cos  0 .  dr  —  r .  sin  0  d&, 
d'^y  =  2  cos  0  de  dr  +  sin  6> .  d-r  —  r  sin  6 .  dß^, 
d'^x  =  —  2  sin  6  d0 .  dr  -f-  cos  0 .  d'-r  —  r  cos  ß  dß^', 

und  hieraus  nach  einer  etwas  weitläufigen  Multiplikation*) 

dx .  d-ij  =  2  cos^ßdß  dr^'  +  sin  0 .  cos  ß  dr  d-r  +  r^  sin^ö  dß^ 

—  3r  sin  0 .  cos  0  cZ0-  Y?r  —  /•  sin-0  dß .  drr, 
dy .  d-x  =  —  2  sin-0fZ0  df^  +  sin  0  cos  0  f?/-  c^-r  —  r-  cos-0  (?0=^ 

—  3r  sin  0  .  cos  0  f/0-  f?r  +  r  cos-0  (?0  fZ-r. 

Substituiert  man  diese  Ausdrücke  in  die  vorhin  für  j;  und  q 
gefundenen  Formeln 


P      .1^ ' 


dy  dx  d-y  —  dy .  d^x 

dx'  ^  dx^  ' 


so  erhält  man  p  und  q  als  Funktionen  von  0,  nämlich: 

__  sin  0  dr  -\-  r  cos  0  dß 
cos  0  (Z>-  —  r  sin  0  fZ0 ' 

2dß  dr^  —  rdß  d-r  +  f-  d&^ 


{cos  ßdr  —  rsin0^0y^ 
Durch  Substitution  dieser  Werte  entsteht  endlich 

dr'-  -{-  r^  dß^ 


1+/ 


(cos  0  dr  —  r  sin  0  fZ0)^ 


*)  Man   kann    diese   Arbeit   bedeutend    abkürzen:    Da   nämlich    die 
Richtung  der  Abscissenachse,   auf  welche   wir  die  Lage  eines  beliebigen 
Punktes,  M,  beziehen  wollen,  ganz  willkürlich  ist,  so  nehme  man  an,  sie 
sei  senkrecht  auf  den  Radius  vector  AM,  alsdann  werden  die  Differentiale : 
dx  =  —  rd&  dy  =  dr 

d^y  =  dH  —  rd&^  d^  =  —  IdQdr 

dxd-y  =  r"dO^  —  rd0d-r ;  dyd-x  =  —  2dGdr-. 

Dies  in  die  vorhin  für  2>  und  q  gefundenen  Formeln  substituiert,  kommt: 

dr                rH0'^  —  rd9d^r-\-2dQ.dr'^ 
^'--■^HTo'    '^^ -r-dJ^ •      ^^''   ^^'^''   ^"   ^  =  - 

—  substituiert,  muss  für  p  dasselbe  Resultat  wie  im  Text  kommen. 
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und  folglich  auch,  da  der  gesuchte  Krümmungshalbmesser 

q 
ist,  in  Polarkoordinaten  ausgedrückt: 

_  (dr^'-^r-de'^)^ 


■  2de  dr""  —  rdß  d'^r  +  r-  c?6>'' ' 


«Zr^^* 


r- 


__  dS^i     

^       '^~,         dH  d^- 

148. 

Aufgabe.     Es  soll  der  Krümmungshalbmesser  der  Ex- 
ponentialspirale,  deren  Gleichung 

0 

ist,  gefunden  werden. 

Auflösung.     Man  hat  hier 


dr 

de 

0 

dr^        20 

de'    ^ 

d-r 
dß-~ 

0 

r 

dh-        20 

de''    ^ 

Q  = 

(2r2)f 

=  ry2. 

Der  Krümmungshalbmesser  ist  also  bei  dieser  Spirale 
stets  gleich  der  Tangente  und  Normale  (§  74).  Aus  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  OAM  folgt,  dass  die  vom  Pol  an  den 
Endpunkt  0  des  jedesmaligen  Krümmungshalbmessers  gehende 
gerade  Linie  AO  =  r  ist. 

Für  die  Archimedische  Spirale,  deren  Gleichung  r  =  ^  e 
(Höhere  Geom,  §  96)  findet  man  den  Krümmungshalbmesser 


'■'+i^) 


Zehntes  Buch. 


Evohiten  und  Evolventen. 


149. 

Aufgabe.  Es  sei  BC  eine  diircli  ihre  Gleichung-  y  =  F  (x) 
gegebene  krumme  Linie.  Durch  ihre  sämtlichen  aufeinander 
folgenden  Punkte  denke  man  sich  die  Normallinien  gezogen  und 
auf  diese  die  den  verschiedenen  Punkten  entsprechenden  Krüm- 
mungshalbmesser abgetragen,  so  folgen  auch  die  Endpunkte 
dieser  Krümmungshalbmesser  stetig  aufeinander  und  bilden 
eine  gesetzmässige  krumme  Linie  hc.  Es  handelt  sich  darum, 
die  Gleichung  für 
diese  krumme  Li- 
nie bc  (den  geome- 
trischen Ort  der 
Mittelpunkte  aller 
Krümmungskreise ) 
aus  der  gegebenen 
Gleichung  y=F(x) 
zu  finden. 

Auflösung.  Das  hier  Gesuchte  ist  eigentlich  schon  ge- 
funden. Denn  sind  x,  y  die  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes,  M,  und  «,  i-i  die  Koordinaten  vom  Endpunkte  m  des 
entsprechenden  Krümmungshalbmessers  M;w  =  o,  so  ist  zufolge 
§  129 

1  +ir 
a  =  x  —  p  — ^—^— 

a 

l-fjr 


ß=y  + 


(>) 


{■^) 
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Weil  nun  in  diesen  beiden  Gleichungen*)  y,  j),  q  ver- 
möge der  gegebenen  Gleichung  y  =  F{x)  Funktionen  von  x 
sind,  so  ist  klar,  dass,  wenn  man  für  x  bestimmte  Werte  ge- 
setzt denkt,  auch  «  und  ß  bestimmt  werden.  Denkt  man  sich 
umgekehrt  für  a  einen  bestimmten  Wert  gesetzt,  so  erhält 
auch  vermöge  Gleichung  (1)  x  einen  bestimmten  Wert,  und 
durch  diesen  Wert  von  x,  in  (2)  substituiert,  wird  auch  ß 
bestimmt.  Könnte  man  die  Gleichung  (1)  auf  x  reduzieren, 
so  könnte  man  den  dafür  erhaltenen  Ausdruck  statt  x  in  (2) 
substituieren  und  erhielte  dann  ß  als  Funktion  von  «. 

150. 

Aufgabe.    Es  sei  die  Gleichung  einer  Parabel,  y  =  Vax, 

gegeben   und   die  Gleichung   für   den  geometrischen  Ort  der 

Mittelpunkte  aller  ihrer  Krümmungskreise  gesucht. 

1                    ± 
n                     et 
Auflösung.   Hier  ist  p  =  — ^ ;  ^  = ^  •  Diese  Werte 

2x'^  4ic^ 

von   y,  2^,   q    in    die   Gleichungen   (1)   und   (2)   substituiert, 

ü 

kommt    a  =  Sx~\--la    und    ß  = ~.      Aus    der    ersteren 

a 

*)  Diese  beiden  Gleichungen,  sowie  auch  die  Formel  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser erhält  man  folgendermassen  auf  viel  kürzerem  Wege,  als 
es  in  §  129  gezeigt  worden.     Man  hat  nämlich,  wenn  y  =  F{x)  gegeben 

ixnd  hier,   wie  dort,  wieder  ^  =  p,  —^  =  q  gesetzt   und   beachtet  wird, 
dx  dx' 

,  dy       dii        ,  d-j       d-y 

dass  y  =  V)  v^  =  V^  und  -^  =  ^^  sein  muss, 
dx      dx  dx-       dx- 

iy-ßf  +  i^-ay-Q' (0 

(y  —  ß)  .dy^{x  —  a)dx=0 (2) 

{y~ß)dhj~{-(hf  +  clx^^=^() (3) 

Aus  (3)  folgt         ,-^=-^^±^  =  -l±i^, 
in  (2)  subst.  kommt        x  —  a  =  J^-  ^  ^  'T   ^  =  —  (1  -\-P')y 

•    M^     w  • .  {dx^--^dy''Y        (1+;jT- 

in  (1)  subst.  ist  9  =  -  I     »  ''    —      V     I  -f  / 


oder  auch  (§  70)  q 


dxd^y  q 

dxd'-y  ' 
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ff i.(j 

Gleichung    folgt    x=^ — ö^~-      ^^^    gesuchte    Gleichung    ist 

o 

mithin 


U/{a—laf 


151. 

Obgleich  die  soeben  für  die  Parabel  Avirklich  ausgeführte 

Elimination  von  x  aus  den   beiden  Gleichungen   (1)  und  (2) 

(§  149)  in  andern  Fällen  selten  möglich  ist,  so  gelangen  wir 

doch,  ohne  diese  Elimination  bewirken  zu  brauchen,  zu  einem 

merkwürdigen  Satze. 

1  4-  p- 
Setzt  man  nämlich'')  für  die  Grösse  — —^,  welche  eine 

q 

Funktion  von  x  ist,  der  Kürze  halber  ii,  mithin  nach  §  149 

a^^^x  —  2J  .u    und    ß  =  y  -\-  it 

und  denkt  man  rechter  Hand  in  den  durch  p,  u,  y  ver- 
tretenen Funktionen  von  x,  x-\-  /^x  statt  x  gesetzt,  so  würden 
auch  a  und  ß  um  A«.  Aß  wachsen.     Geht  man  aber  gleich 


*)  Zur  Übung  dienend,  möge  man  auch  folgenden  üblichen  Weg  ver- 
folgen: Da  die  Koordinaten  «.  ri  \\m\  der  Krümmungshalbmesser  p,  die 
sich  von  Punkt  zu  Punkt  der  gegebeneu  krummen  Linie  (/  =  F  (x)  ändern, 
Funktionen  von  x  sind  [a  =  9  (x),  ß  =  xp  {x),  ^  ^  %  {x)],  so  kann  man  sich 
o,  ß,  Q  als  Stellvertreter  dieser  Funktionen  in  den  3  Gleichungen  (§  149, 
Rdbkg.) 

(y-/?r  +  (^-«)'-r  =  o (1) 

{y  —  ß)dy-\-{x  —  a)dx  =  Q ( -  ) 

(y  —  ß)  d-y -\- dy- -\- dx- =  Q ( 3 ) 

denken.     Diese  Gleichungen  müssen  nun  für  jedes  x  identisch  Null,   mit- 
hin auch  ihr  Differential  =  0  sein  (§  135),  d.  h.  ihr  Differential  nicht  nur 
in  Bezug  auf  x,  y,  sondern  zugleich  auch  in  Bezug  auf  a,  ji,  q.    Aus  (1) 
folgt         {y  —  ß)  dy  -{-{x  —  a)dx  —  (y  —  ß)  dß  —  (x  —  a)da  =  (kIq 
oder,  weil  nach  (2)     {y  —  ß)  dy  -\-{x  —  «)  (7x  =  0  ist : 

{y  —  /?)  dii-{-  {x  —  u)da  =  —  (>dQ ( 4  ) 

Aus  (2)  folgt 

dy-  -\-{y  —  ß)  d'y  —  dydß  -{-  dx-  —  dxda  =  0 
oder,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (3) 

dy  .d(i-\-dx.da  =  0   (5) 

Aus  (5)  folgt  die  merkwürdige  Beziehung: 

Lübsen.  Infinitesimal- Rechnung.    7.  Aufl.  jj 
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auf  das  Differential  (erstes  Glied)  über  und  bemerkt,  dass  (§  38) 
-^==1)  und  j-^  =  q,  also  dp=^qdx  ist,  so  folgt  aus  obigen 
Gleichungen 

f//9  =  cly  -f  dv. 

1  4-  p- 

da  =  dx  — 1( .  dj)  — 2)di(  =  dx —^—  •  qdx  — ])dn, 

da  =  — jJ  (i)dx  -\-  du)  =  — p  {dy  -|-  dii). 

Dividiert  man  die  erste  Gleichung  durch  die  letzte,   so 
ist  (§  145) 

da  2)  ' 

Dieser  Ausdruck (eine  Funktion   von  x)   ist   nun 

p 

offenbar  die  trigonometrische  Tangente  des  punktierten  Win- 
kels mT'x,  welchen  die  durch  m  an  die  krumme  Linie  hc  ge- 
legte Berührungslinie  niT'  mit  der  Abscissenachse  macht.    Da 

nun   tg  -y  =  —   und   tg  r  =  p,   so   ergänzen   sich   die   beiden 

Winkel  v  und  t  zu  einem  rechten  (weil  die  Tangente  des 
einen  die  Cotangente  des  andern  ist).  Hieraus  folgt  nun  aber, 
weil  TMm  =  90^,  dass  die  beiden  Linien  Mm  und  mY  eine 
einzige  Gerade  bilden,  denn  Mm  muss,  verlängert,  mit  der 
Abscissenachse  einen  Winkel  bilden,  welcher  den  Winkel  r  zu 
9Q0  ergänzt.     Jeder  Krümmungshalbmesser,  wie  Mm,  ist  also 


dß  _       (I.JC 
da  dy  ' 

djc 

Aus  (2)  fol^-t       y—  /?  = :p-  (ic  —  a),  oder 

dy 

Diesen  Wert  von  y  —  /?  in  (1)  und  (4)  substituiert,  kommt: 

(sS +')(—)'=<'' 

Letztere  Gleichung'  quadriert  und  durch  die  vorhergehende  dividiert,  kommt 
dQ  =  ^Jda:-^d^-. 
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normal  auf  die  krumme  Linie  BC,  und  tangiert  zugleich  die 

krumme  Linie  hc. 

152. 

*  Eine  andere  Merkwürdigkeit  (auf  welche  wohl  zuerst  die 
im  folgenden  Paragraph  zu  erwähnende  rein  mechanische  Vor- 
stellung geführt  hat)  besteht  darin,  dass  ein  beliebiger  Bogen 
der  Linie  hc,  z.  B.  der  Bogen  Im,  dessen  unbestimmte  Länge 
^fär  =s  setzen  wollen,  dasselbe  Differential  hat,  wie  der  an 
seinem  Endpunkt  m  gehende  Krümmungshalbmesser  Mw. 

Weil  nämlich  die  Koordinaten  «,  ß  des  Punktes  m  Funk- 
tionen der  Abscisse  x  des  entsprechenden  Punktes  M  sind,  so 
können  wir  das  Differential  des  Bogens  s,  nämlich 


ds^Vda'  +  dß- 
(§  70)  auch  (ohne  die  entwickelte  Gleichung  zwischen  a  und  ß 
zu  kennen)  durch  eine  Funktion  von  x  und  dessen  Differential 
ausdrücken.  Da  nämlich  bereits  (§  151)  gefunden,  dass 
da  =  — j)  {äy  -\-  du)  und  dß  =  dy  -\-  du,  so  ist,  indem  man  diese 
Ausdrücke  für  da  und  dß  in  die  Formel  ds  =  Vdä-  -\-dß- 
substituiert, 

ds  =  {dy-\-du).yi-{-f. 

3. 

Der  entsprechende  Krümmungshalbmesser  ist  nun  q=— 

oder  — —^  wieder  =u  gesetzt:  q  =  —  (1  -[-]}')'.  u.    Letztere 
Gleichung  differentiiert,  giebt 


iip .  dp  -\- {l -\- P') .  du, 


—  do 


dx  'Zf^^  +  Ci+i'")^^" 

—  dQ  =  — ,  

dfi  =  —  {dy  -\-  du) .  Vi  +  jr. 
Es  ist  also  bis  auf  das  Vorzeichen  dQ=ds,  mithin  auch  Aq=  Af^- 
Dies  beweist,  dass  der  zwischen  zwei  Punkten  m  und  n  ent- 
haltene Bogen  gleich  dem  Unterschiede  der  beiden  an  diese 
Punkte  gehenden  Krümmungshalbmesser  ist. 

11* 
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153. 


Erklärung.  Man  denke  sich  um  die  konvexe  Seite  einer 
gesetzmässig  krummen  Linie,  hc  (Figur  in  §  149),  einen  in 
c  befestigten  unausdehnbaren  Faden  gelegt,  denselben  im  an- 
dern Punkt  h  gefasst  und  stralf  angezogen,  von  der  krummen 
Linie  wieder  abgewickelt,  so  wird  der  Punkt  h  des  stets  ge- 
rade gespannten  Fadens  offenbar  eine  andere  gesetzmässig 
krumme  Linie,  BMC,  beschreiben. 

Die  erstere  krumme  Linie  hc  heisst  hier  die  Evolute 
(die  abgewickelte)  und  die  durch  die  Abwickelung  erzeugte 
krumme  Linie  BMC  die  Evolvente  (die  abwickelnde).  Der 
jedesmalige  abgewickelte  und  gerade  gespannte  Teil  der  Evo- 
lute, wie  ?iB,  ihM,  heisst  ein  Strahl  der  Evolute. 

Die  Evolution  einer  krummen  Linie  hat  Ähnlichkeit  mit 
der  Beschreibung  eines  Kreises.  Die  Evolute  vertritt  hier 
die  Stelle  des  Mittelpunkts,  der  Radius  aber,  statt  konstant 
zu  sein,  ändert  sich  hier  von  Punkt  zu  Punkt.  Der  berühmte 
Huyghens  hat  die  Evoluten  zuerst  erdacht,  und  sie  auf  die 
auch  von  ihm  zuerst  erfundenen  Pendeluhren  angewandt.  Auch 
in  der  Theorie  der  Räderwerke  findet  die  der  Evoluten  An- 
wendung. 

Die  mechanische  Erzeugung  der  Evolvente  ruft  zugleich 
die  Vorstellungen  hervor,  dass  1)  der  Unterschied  zweier 
Strahlen  nB,  tiihi  gleich  ist  dem  zwischen  ihren  Endpunkten 
enthaltenen  Bogen  ww;  2)  dass  alle  Strahlen  die  Evolute  tan- 
gieren und  auf  der  Evolvente  normal  stehen,  so  dass  also  die 
Evolute  nichts  anderes  ist,  als  der  geometrische  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  Krümmungskreise  der  Evolvente. 

154. 

'A-  Aufgabe.  Denkt  man  sich  sämtliche  Normalen  einer 
durch  ilire  Gleichung  y^=¥{x)  gegebenen  krummen  Linie, 
MV  (s.  Figur  auf  folgender  Seite),  um  ein  gleiches  Stück, 
M?w  =  ff,  verkürzt  (verlängert),  so  bilden  die  stetig  aufein- 
ander folgenden  Endpunkte  eine  andere  krumme  Linie,  mv, 
welche  die  Äquidistante  der  ersteren  heisst.  Es  soll  die 
Gleichung  hierfür  gefunden  werden. 
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Auflösung.     Seien  allgemein  XP  =  x  und  MP  =  ?/  die 
Koordinaten  eines  Punktes,  M,  der  gegebenen  krummen  Linie, 
und   AQ  =  a,    mQ  =  ß   die   Koordinaten   des   entsprechenden 
Punktes  m  der  gesuchten  krum- 
men Linie,  so  hat  man.  aus  der 
gegebenen  Gleichung  y  =  F(x) 


zuerst    tgT^Y~=2^ 


und    da 


nun  der  Winkel  wiMR  =  MTN 
und,  wenn  dieser  Winkel  mit  M 


^ 


A  p  a 


abgekürzt  wird,  sin  M 
1 


P 


cos  M  =    , 

und  a  —  j?  =  a.sinM 

ß^y  —  a 


Vi+r' 

(Trigonom.  §  100,  5),  so  ist  y 


Hieraus : 


1 


x-\-a 


VT+7' 

p 

Vi  +  f 


ß^a  .cosM. 

•  •■•(0 

....(2) 


Drückt  man  y  und  ^j  durch  ilire  Funktionen  von  x  aus, 
so  braucht  man  nur  x  aus  beiden  Gleichungen  zu  eliminieren, 
um  die  geforderte  Gleichung  zwischen  a  und  ß  zu  erhalten. 

Zusatz  1.  Ohne  diese  Elimination,  die  übrigens  selten 
müglich  ist,  bewirken  zu  müssen,  kann  man  doch  leicht  aus 
den  beiden  allgemeinen  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgern,  dass 
die  durch  je  zwei  entsprechende  Punkte,  wie  M,  m,  gelegten 
Berührungslinien  stets  parallel  sind.    Dies  ist  bewiesen,  wenn 

man  zeigt,  dass  tgT  =  tgf  oder   i-  =  j    i^^t.    Aus  (I)  und  (2) 

folgt  aber,  dass  (vergl.  §  151) 

dß  =  dy 

da  =  dx  -\- 


ap  dp 
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Aus  -r-=P  folgt  dy=pclx,  mithin  dß=p  fdx-\ — -\ 

daher  -f-=p. 
da 

Man  könnte  hierdurch  verleitet  werden,  aus  dieser  gleichen 
arithmetischen  Beziehung  auch  auf  die  geometrische  zu  schliessen, 
und  glauben,  dass  die  Äquidistante  immer  eine  ähnliche  oder 
gar  gleiche  krumme  Linie  sei.  Dies  ist  jedoch  nicht  der  Fall. 
Die  Äquidistante  ist  in  der  Regel  eine  ganz  andere,  oft  sehr 
unähnliche  krumme  Linie. 

Zusatz  2.  Denkt  man  sich  die  untere  Linie  mv  durch 
Abwickelung  entstanden,  so  kann  man  sich  die  obere  Linie 
MV  ebenso  entstanden  denken,  indem  der  gespannte  Faden 
um  die  Grösse  a  länger  genommen  wurde.  Es  gehören  also 
zu  einer  und  derselben  Evolute  unzählige  Evolventen. 

155. 

Erklärung.  Der  Durchmesser  AB  eines  Kreises  gleite 
in  einer  Ebene  rechtwinklig  an  einer  geraden  Linie  AA  fort 
(siehe  die  Figur  auf  folgender  Seite);  zu  gleicher  Zeit  drehe 
sich  der  Radius  CA  =  r  in  entgegengesetzter  Richtung  um  den 
Mittelpunkt  C  und  zwar  so,  dass  der  vom  Endpunkt  A  in  der 
Peripherie  durchlaufene  Bogen  dem  auf  der  geraden  Linie 
durchlaufenen  Weg  an  Länge  stets  gleich  ist,  z.  B.  die  Gerade 
AA'  =  arcAM,  und  AA==--2jrr,  alsdann  beschreibt  der  End- 
punkt A  des  Radius  CA  nach  einer  ganzen  Umdrehung  eine 
krumme  Linie  AB'A,  welche  Cykloide  (Radlinie)  heisst.  Die 
Cykloide  kann  man  sich  auch  durch  den  Punkt  A  beschrieben 
denken,  indem  der  Kreis  C  auf  der  geraden  Linie  so  fort- 
rollt, dass  die  stetig  aufeinander  folgenden  Punkte  der  Pe- 
ripherie mit  den  stetig  aufeinander  folgenden  Punkten  der 
geraden  Linie  zusammenfallen  und  der  fortrollende  Kreis  nicht 
rutschen  (gleiten)  kann.  Es  ist  klar,  dass  bei  fortgesetzter 
Bewegung  dieselbe  Cykloide  unzählig  vielmal  erzeugt  wird.  Da 
nun  diese  krumme  Linie  sehr  viele  merkwürdige  Eigen- 
schaften hat  und  für  die  höhere  Mechanik  von  Wichtigkeit 
ist,  so  wollen  wir  sie  hier  diskutieren.  Zuerst  stellen  wir  die 
folgende  Aufgabe. 
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156. 


Aufgabe.     Die  Gleicliimg  der  C3'kloide  zu  finden. 


Auflösung.  Es  sei  AP  ==  j;  MP  =  //,  AC  =  r.  dann  ist 
ä;  =  AA' — ME.  Heisst  mm  der  mit  der  Läng-eneinlieit  aus 
C  zwischen  den  Sclienkeln  des  Winkels  MC'R  beschriebene 
Bogen  ß,  so  ist  der  vom  Endpunkt  A  des  Radius  CA  durch- 
laufene Bogen  AM  =-  r  ß.     Da  mm  AA  =  arc  AM  =  r  ß  und 

r 
r—y 

r   "' 


C'R=  >•—?/,  MR  =  V2r?/— r,  cosö 


mithin 


ß 


arc .  cos 


so  ist 


x  =  r .  arc  cos 


r  —  y 


^  +  V2ry/-/. (1) 


Berücksichtigt  man  hier  das  mechanische  Gesetz,  Avonach 
die  Cykloide  durch  die  vorgeschriebene  Bewegung  entstehen 
soll,  so  ist  durchaus-  das  doppelte  Vorzeichen  4-  erforderlich 
und  da  gilt  offenbar  das  obere,  solange  der  rotierende  Radius 
sich  auf  der  linken,  und  das  untere,  solange  er  sich  auf  der 
rechten  Seite  des  parallel  mit  sich  selbst  fortgleitenden  Durch- 
messers befindet.  Dies  vorausgeschickt,  können  wir  nun  leicht 
zeigen,  dass  in  obiger  Gleichung  wirklich  alle  aufeinander  fol- 
genden unzähligen  Cykloiden  enthalten  .sind."^) 


*)  Mail  kann  auch  so  verfahren:  es  ist  iiffeiibai' 

X  =  >•  ö  —  r  sin  Ö ( i ) 

y  =  r  —  /•  cos  <y, ( 2 ) 

T'ni   aus  diesen   beiden  fileicliunnen   die   dritte  veränderliche  Grösse 

f-J    zu    eliminieren,    hat    man    aus    (2j   cos '^^  = und  hieraus: 
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Zufolg-e  Trigon.  §  60  sind  alle  Bögen,  deren  Cosinus  :=  1 
ist,  duich  die  Formel  2Äjr  gegeben,  wenn  man  darin  /c  =  0,  1 
2,  3...    setzt,   z.  B.  cos 0  =  1;   cos2jr=l,   cos4jr  =  l    etc. 

Ebenso  ist  cos  (2Ä;  -[-  1)  :^  =  —  1  und  cos  (2Ä;  -|-  1)  •  —  =  0. 

Dies  beachtet,  ist  nun  für  y  =  0,  a:  =  r .  arc  cosl  =  r.O, 
=  r .  2jr,  =  r .  4jr  etc.,  wodurch  also  sämtliche  Spitzen  A,  A  . . 
bestimmt  sind. 

Für  y=2r  wird  a;=r  .  arc  cos ( —  l)  =  rjt,  =r .  "^ji,  —  r.6jt 
etc.,  wodurch  alle  höchsten  Punkte  B".  . .  bestimmt  sind. 

Für  y  =  r  wird  x^=r .  arc  cos  0  4^  r,  mithin  x  =  r-  —  —  r, 

Li 

=  r--^-|-r,  =r"-^ r  etc.     Dies  giebt  die  Punkte  w,  w', 

m' . . .  etc. 

Anmerkung  1.  Dreht  sich  der  Radius  CA  statt  links, 
rechts  herum,  so  werden  offenbar  dieselben  (hier  punktierten) 
Cykloiden  nur  in  umgekehrter  Lage  beschrieben,  und  man 
erhält  wieder  dieselbe  Gleichung,  nur  mit  umgekehrten  Vor- 

zeichen  ic  =  rare  cos — ^  +  V2ry  —  y'-. 

2.  Jede  Cykloide  besteht  aus  zwei  gleichen  Hälften,  weil 
die  Abstände  zweier  gleich  hoch  liegender  Punkte,  w«,  m',  von 
der  Linie  B"A"  gleich  sind. 

3.  Will  man  vorstehende  Gleichung  als  ganz  willkürlich 
aufgeworfen  betrachten  und  rein  geometrisch  deuten,  mithin 
auf  die  in  der  Aufgabe  angegebene  mechanische  Entstehungs- 
weise keine  Rücksicht  nehmen,  so  fällt  auch  die  Vorstellung 


_  y2ry  —  y-                         r  —  y 
sin  0^4- '— ,  Ö=  arc  cos .    Dies  in  (1)  substituiert,  kommt 

'  r  r 

dieselbe  Crleichiiug  wie  oben.  Man  kann  aber  auch  die  dritte  veränderliche 
Grösse  0  beibehalten  und  die  Cykloide  durch  Hilfe  der  beiden  Gleichungen 
(1)  und  (2)  konstniieren  und  diskutieren.     80  ist  für 

0  =  0, 

X  ^=  0,         r . 


2  ' 

■'> 

■>■'} 

-"') 

-  '■  ? 

rn-, 

3rr 

■'••    2-+'"' 

r .  2t, 

)• . 

2r, 

'•, 

0 
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des  sich  drehenden  Eadius  weg;.  Die  Konstruktion  der  Glei- 
chung g-iebt  dann,  wegen  des  doppelten  Vorzeichens,  sämtliche 
Cykloiden  in  beiderlei  Lagen,  die  sich,  sowohl  rechts  als 
links  von  A,   unzählig  vielmal  wiederholen,  weil  man  die  zu 

cos  = gehörigen' Bögen    auch   in   negativer   Drehung 

nehmen  kann. 

4.  Verwechselt  man  die  Koordinatenachsen  miteinander, 
und  setzt  AQ  =  a;,  MQ^v/,  so  giebt  die  Gleichung  (1),  indem 
man  x  mit  y  vertauscht. 


y  =  /•  arc  cos 


+  V2ra 


X-. 


157. 

Aufgabe.  Durch 
einen  gegebenen  Punkt, 
'M.(x,y),  eine  Tangente 
an  die  Cykloide  zu 
legen,  sowie  auch  den 
Krümmungshalbmesser 
für  diesen  Punkt  zu 
bestimmen ,  und  die 
Gleichung  für  den  geo- 
metrischen Ort  der  Mit- 
telpunkte aller  Krüm- 
mungskreise (die  Evo- 
lute der  Cj^kloide)  zu 
finden. 

Auflösung.  Nehmen 
wir  AX  als  Abscissen- 
und  AG  als  Ordinaten- 
achse,*)   setzen  also  AP  =  .^'  und   MI*      //,  so  folgt  aus  dw 
Gleichung 

y  =  r  arc  cos +  v2rx  —  x; 

r 

indem  wir  nur  die  erstere  Hälfte  AH  der  Cvkloith^  betrachten. 


*)  In  §  158  wird  auch  dit-  rileichuiiiir  (1)  der  ('vkl.iidr  diskutiert  wrrdi'U. 
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mithin  von  dem  doppelten  Vorzeichen  4^  nur  das  obere  zu  be- 
rücksichtigen brauchen,*) 

dy X         

dx~  ■\f2rx—x-~  ^^' 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  leicht  konstruieren.  Weil  näm- 
lich A'E  =  AP  =  x  und  ME  =  V2ric— rr^  (Elem.-Geom.  §  126), 

X  A'E 

so  ist  auch  ^  =  ^rj^  =  tg  EMA  und  folglich  EMA  =  r, 

\2rx  —  X-      ME 

mithin  auch   Z  MBE  (=  Z  EMA)  =  r. 

Wenn  aber  zwei  durch  denselben  Punkt  M  vorwärts 
und  rückwärts  gehende  Linien  MT,  MB,  mit  zwei  parallelen 
Linien  AX,  AB  gleiche  Winkel  machen  (MBE  =  r),  so  bilden 
sie  eine  einzige  gerade  Linie.  Dieses  merkwürdigen  Um- 
standes  halber  ist  es  also  leicht,  durch  einen  gegebenen  Punkt, 
M,  eine  Berührungslinie  an  die  Cykloide  zu  legen.  Man  legt 
nämlich  durch  den  Punkt  M  erst  den  Erzeugungskreis  und 
verlängert  dann  nur  die  Sehne  BM.  Die  andere  Sehne  AM 
(weil  senkrecht  auf  BM)  giebt  also,  rückwärts  verlängert,  die 
Normale.  Die  vier  Linien:  Tangente,  Subtangente,  Normale 
und  Subnormale  sind  leicht  zu  bestimmen,  bieten  aber  nichts 
Merkwürdiges. 

_3 

Um  den  Krümmungshalbmesser  q  =  - —  (§  129)  zu 

bestimmen,   welcher  natürlich  auf  der  konkaven  Seite  liegt^ 
liat  man  aus  der  schon  gefundenen  Gleichung 

dy  X 


dx       Y2rx—x^' 
d'-y  rx 


P, 


dr^  3. 

i^lrx  —  X  ) 

mithin:  q  =  2V2rx. 

*)  Will  man  die  beiden   Gleichungen  (§   156,  Kdkg.)  benutzen ,   so 

sind  diese  hier,  weil  jetzt  AP  =  u^',  MP  =  y  gesetzt  Avorden: 

y  =  rO  —  /•  sin  &\  dy  "=  >'  (1  —  cos  &)  cW. 

X  =  r  —  r  cos  &;  dx  =  r  .  sin  0cl9, 

dy  r(l  — cosö)  A'E  ^  .  .  ^  ,,..,,,, 
,-  =  -- — T— ^--  =  vtt^  etc.,  wie  im  Text  (i^  144). 
dx  r  .sm  &  ME  vo        / 
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Dieser  Ausdruck  für  o  lässt  sich  ebenfalls  leicht  kon- 
struieren. AVeil  nämlich  A'E  =  x  und  MA'  =  \  2rx  ( Elem.- 
Geom.  §  12(3.  Zus.  1),  so  erhalten  wir  das  merkwürdige  Kesultat, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  für  einen  beliebigen  Punkt, 
M,  der  Zykloide  2nial  sc  lang  ist,  als  die  entsprechende  Sehne 
MA'  des  Erzeugungskreises.  Diese  Sehne  MA'  braucht  man 
also  nur  um  sich  selbst  nach  }n  zu  verlängern,  so  ist  m  der 
Mittelpunkt  des  zu  M  gehörigen  Krümmungskreises.  Für 
x  =  0  ist  0  =  0  (die  Krümmung  in  allen 'Spitzen  unendlich). 
Für  x  =  2r  ist  (>  =  4>- -=  HL  =  arc  AL  (§  153). 

Um  schliesslich  noch  die  Gleichung  für  den  geometrischen 
Ort  X)uh  der  Mittelpunkte  aller  Krümmungskreise  zu  er- 
halten, brauchen  wir  nur  in  den  beiden  §  129  gefundenen 
allgemeinen  Gleichungen 

a  =  x—p-     ^^  ( i) 

1  -L-  ir 
,^  =  Z/  +  "^ (» 

die  Grössen  y,  p,  q  durch  x  auszudrücken  und  dann  x  zu  eli- 
minieren, was  hier  möglich  ist.  In  Bezug  auf  die  Cykloide 
ist  hier  nämlich 

X 


—  \2rx  —  X- 
X  rx 


2rx  1  +  2r 


l  +  i/-  =  X- r. ;     — '-^  =  2  y2rx — x-. 

2rx — X-  ([ 

Dies  in  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  gesetzt,  kommt 


r  —  X 


ß=r  arc  cos '-^  +  V2)-x—x-. 

r 

Setzen  wir  in  letzterer  Gleichung  — a  statt  x,  so  ist  x 
eliminiert,  und  wir  erhalten  für  die  Evolute  der  l'ykloide  die 
Gleichung 


ß=^7-  arc  cos  — 1-  V —  2ra  —  «-. 

Damit  die  Ordinate  ß  reell  wird,  muss  man  die  Abscisse  « 
negativ,  also  in  entgegengesetzter  Richtung  der  positiven  Seite 
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AX  der  Abscissenachse  nehmen.     Für  a  =  —  2r-=AK  z.  B. 
wird  ß  =  r  arc  cos  ( —  1)  =  rjr  =  LK. 

Die  Evolute  der  Cykloide  ist  also  wieder  eine  Cykloide 
und  zwar  ganz  dieselbe  (§  156,  2),  jedoch  nur  so  kongruent, 
dass  AL  nicht  auf  AH,  sondern  auf  HA  fällt. 


158. 

Nimmt  man  \G  als  Abscissenachse  und  setzt  AP  =  a;, 
MP^y,  so  ist  die  Gleichung  für  die  erste  Hälfte  der  Cy- 
kloide (§  156) 

x  =  r  arc  cos  — ^-^  —  V2r?/  —  y-. 
Hieraus  folgt  die  Differentialgleichung  der  Cykloide 

ydy 


\2ry  —  y- 


=  tgr, 


Weil  NE  =  ?/  und  die  Sehne  MN -=V2ry  (Elem. -Geom. 
§  126),  so  ist  klar,  dass  die  Richtungen  der  Tangential-  und 
Normallinie  für  einen  Punkt,  M,  der  Cykloide  durch  die  Kom- 
plementärsehnen MN,  MR  des  dadurch  gelegten  Erzeugungs- 
kreises  gegeben  sind. 

Um  den  Krümmungshalbmesser  0  =  ^    ^^  ^  ■      zu  finden, 

q 

hat  man  aus  der  Gleichunor: 
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dx  V  y   V 


y  ^   V 


d-y  ,  i'2r      A    ''^2r  dy    ,     ^  ,^^   r^     ^ 

^'^7/ >•  1  dy 

dor  y-   -,  /2r  ^^ ' 


Vir 


und  für  -5^  seinen  Wert   1/ 1  gesetzt: 

d-y r 

dx^  y- 

Der  Krümmimgslialbmesser  ist  also  genau  das  Doppelte  der 
Normale.     Für  y  =  2r  ist  ()  =  4r  =  HL  etc. 

Um  die  Evolute  der  Cykloide  zu  finden,  substituieren  wir 
die  AVerte  von  ^;  und  q  in  die  beiden  Formeln  §  149,  und 
erhalten 

y 

»s 

r 

ß=  —  y, 


a=^x-\-  2V2ry  —  y-  =  r .  arc  cos  — ^  -f-  y2ry  —  y-, 


a  =  r  arc  cos  -  ^-^  +  V—  2rß  —  ß-. 

Um  a  reell  zu  erhalten,  gilt  auch  hier  das  am  Schlüsse 
des  §  157  in  Ikzug  auf  ß  Gesagte. 


Elftes  Buch. 


Wie  man  eine  Funktion  von  zwei  oder 

melireren  absolut  yerändeiiiclien  Grössen 

differentiiert. 


159. 

Ijisher  haben  wir  immer  nur  Funktionen  zweier  ver- 
änderlichen Grössen,  x,  y  betrachtet  und  uns  die  eine,  y,  als 
von  der  andern,  x,  abhängig  gedacht.  Es  kommen  nun  aber 
auch  Fälle  vor,  wo  eine  Grösse,  z,  von  zweien  oder  mehreren 
andern  Grössen  x,  y . ..  abhängig  ist,  letztere  aber  völlig  un- 
abhängig voneinander  sind.  Dies  würde  z.  B.  schon  der  Fall 
sein,  wenn  wir  eine  Gleichung  für  eine  Fläche  aufstellen 
Avollten.  Hier  brauchen  wir  dann  notAvendig,  um  die  Lage 
eines  Punktes  zu  bestimmen,  drei  Koordinaten  x,  y,  z  und 
wo  wir,  wie  üblich,  z  als  abhängig  oder  als  eine  Funktion 
von  den  beiden  andern  ./;,  y  denken,  welche  letztere  beiden 
willkürlich  veränderlich,  mithin  ganz  unabhängig  voneinander 
sind.     (Vergl.  Höh.  Geometrie  §§  102  und  103  etc.) 

160. 

Des  leichtern  Verständnisses  halber  wollen  wir  vorerst 
nicht  mehr  als  zwei  unabhängig  veränderliche  Grössen  nehmen, 
und  der  grössern  Anschauung  wegen  bei  dem  eben  erwähnten 
geometrischen  Beispiele  stehen  bleiben.  Sei  deshalb  ganz  all- 
gemein (s.  Figur  Höhere  Geometrie  §  103..) 

z=Y{x,y) 
die  Gleichung  irgend  einer  krummen  Fläche,  A  der  Anfangs- 
punkt der  drei  aufeinander  senkrechten  Achsen.    Nimmt  man 
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zu  einem  beliebigen  x  =  kV  ein  beliebiges  ?/  =  PQ,  so  ist, 
vermöge  der  gegebenen  Gleichung,  die  dritte  Ordinate  z  =  MQ, 
und  mithin  der  Punkt  M  der  Fläche  bestimmt. 

Es  ist  nun  einleuchtend,  dass  die  abhängige  Grösse  z  im 
allgemeinen  jedesmal  eine  Änderung  erleiden  muss,  wenn  wir 
annehmen,  dass  entweder  x  allein,  oder  auch  y  allein,  oder 
auch  beide  x  und  y  zugleich  sich  ändern.  Um  diese  drei 
verschiedenen  Annahmen  darzustellen,  wollen  wir  die  Ände- 
rung (Inkrement),  welche  z  erhält,  indem  x  allein  sich  än- 
dert, mit  A^^,  wenn  y  allein  sich  ändert,  mit  A  z,  und  wenn 
beide  x,  y  zugleich  in  andere  Zustände  übergehen,  einfach  mit 
A^  bezeichnen.  Ebenso  wollen  wir  den  Dilferentialquotienten 
von  z  =  Y  {x,  y),  in  Bezug  auf  ;/•  genommen  mit  F^  (./',  y)  oder 

mit  (-7^),  und  in  Bezug  auf  y  genommen  mit  F[{;x,y)  oder 

-y-j  andeuten. 

^^  161. 

Lassen  wir  nun  in 

^  =  F(x,y) (1) 

bloss  X  sich  ändern  und  in  x-{-Ax  übergehen,  so  hat  man 

z  -\-  A^z  =  F{x-\-  A-x,  y). 
Die  rechte  Seite  lässt  sich  nun  nach  dem  Taylor'schen  Lehr- 
satz in  eine  nach  Potenzen  von  Ax  fortschreitende  Reihe  ent- 
wickeln und  man  hat  {y  als  konstant  betrachtet)*) 

z  +  A^z  =  F  (x-,  y)  +  F;  {x,  y)  Ax  +  F^  {x,  y)  ~f  +  •  •  •  • 
A,^  =  F;(x,y)A.x-  +  F;(^,2/).^^  +  .... 


(dz\  ^       .    I  d-z\  Ax-   . 


*)  Sei  z.  B.  z  =  x-y  —  %'-  -f- 1,  so  ist 
z  +A^z  =  (a;  +  AxYy  -  3(/-  -f  l  =  x-y  —  Sy-  -\-l -\-2xy  .  A^  +  IJ  ■  A-^'', 
Aj  =  2xy .  Ax  +  y .  A^'"'- 
Dies  hätte  man  kürzer  haben  können,   weil  hier  i      )  =  2xy;  (y-.. ) 

=  2y,  daher  uacli  dem  Taylor'.schen  Lehrsatz  A^;^  =  ^^y  .  A^  +  2y  .  y^, . 
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und  wenn  in  -?  =  F  {x,  y),  x  seinen  Wert  behält  und  dagegen  y 
sich  ändert  und  in  ^-f- A?/  übergeht,  so  findet  man  auf  gleiche 
Weise  die  partielle  Diiferenz  von  z  in  Bezug  auf  y,  nämlich 

Andern  sich  beide  Grössen  x,  y  gleichzeitig  um  Ax,  Ay, 
so  hat  man  für  den  neuen  Zustand  der  Funktion  fl)  in  Zeichen 

2  +  A^  =  F  (.r  +  Ax,  y  +  Ay). 

A^^eil  hier  aber  z  ganz  allgemein  als  eine  Funktion  von 
X,  y  nur  in  Zeichen  angedeutet  ist,  z==¥ {x^y\  so  kann  mau 
die  beiden  gleichzeitigen  Substitutionen  x-\-  Ax,  y -\-  Ay  statt 
0?,  y  auch  nur  andeuten,  aber  nicht  zugleich  ausführen.*)  Man 
sieht  aber  leicht,  dass  man  zu  demselben  Eesultat  gelangt^ 
wenn  man  in  z  =  Y{x,y)  erst  x-\-  Ax  statt  x  setzt,  und  nach 
dem  Taylor'schen  Lehrsatz  nach  Potenzen  von  Ax  ent- 
wickelt, und  dann  in  der  erhaltenen  Entwickeluug  allent- 
lialben  y -\- Ay  statt  y  setzt  und  wiederum  nach  dem  Tay- 
lor'schen Lehrsatz  nach  Potenzen  von  Ay  entwickelt. 

162. 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraph  folgt,  wenn  man 
erst  x-\-Ax  statt  x  setzt,  aus 

z=¥{x,y) 
z-  +  A./  =  Y{x-\-  Ax,  y); 

*)  Ximmt  man  für  F  (x,  y)  eine  bestimmte  Form,  wäre  z.  B. 
z  =  x-y  —  Sy--\-l, 
so  kann  man  beide  Substitutionen  zugleich  vornehmen.     Es  ist  nämlich 
z+Az ={x+ Ax)-  iy +Ay)-B{y+ Ay)-  + 1 , 

z+Az = x-y — Sy-+ 1  +  2xy  Ax + {x^—  Qy)  Ay+y  Ax-+  2x  Ax  Ay — 3  A«/-+  Ax-Ay  ■ 
Az=2xy.Ax+{x'—6y).Ay+y.Ax-+2xAxAy—BAy-+Ax-Ay- 
Setzt  man  aber  erst  x-{-Ax  statt  x,  so  ist,  nach  vorhergehender  Note, 
z  +  Aj  =  x~y  —  3y-  +  1  +  2xyAx  +  y  ■  Ax-, 
und  -nenn  man  hierin  jetzt  y -\- Ay  statt  y  setzt, 
z+Az=x-{y+Ay)-S{y+Ay)-+l  +  2xAx{y+Ay)+iy+Ay)Ax-, 
Z+Az = x-y — 3y2  + 1  +  (a:2  _  6y)Ay-r  2xyAx+ yAx^+  2xAxAy — BAy- + AX'Ay. 
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oder,  nacli  Potenzen  von  Ax  entwickelt,  indem  man  y  kon- 
stant sein  lässt, 

2-  +  A,,^  =  F  {x,  y)  +  F;  (X,  y)  Ax  +  F;  i:r.  y)  •  f'^  +  •  •  •  •*) 
Setzt  man  jetzt  allenthalben  y -\- Ay  statt  ^,  so  hat  man 

( 1  )i'+A^ = F(.T,2/+Az/)+F^(;r,?/+Ay) .  A.x'+F;;(:7vj+A//)  •  ^+. . . 

und  wenn  man  rechter  Hand  das  erste  Glied,  sowie  auch  die 
Koeffizienten  von  Ax,  Ax-...  nach  dem  Taylor'schen  Lehr- 
satz entwickelt  und  beachtet,  dass  jetzt  x  konstant  ist,  so 
hat  man**) 

F(:r,2/  +  A2/)  =  F(,r,y)  +  F;(^,^).A?/  +  F;'(^,?/)f^  +  .... 

K(^,y^s\y)  ^  rix,y) +f;(^,^)  a^ + K,i^^y)  •  rl'  +  •  •  •  • 

F;(^,y  +  A?/)=F:>,y)  +  F;::^(;r,2/)A?/+F^;^^(^,y)-f^+.... 


Dies  in  (1)  substituiert,  ist  also  in  Zeichen: 

.•+ A^=F(x,y)  +  F;(x,^).  Ay  +  F^Co.,^)  •  ^+MAr  + . . . . 

^'J^x,ij)Ax^Yljx,y)AyAx^^VAy-Ax^... 

+f:>,?/)-^+m"a//.a^^... 

oder  weil  z  =  Y  (.r,  y\  so  hat  man  für  die  totale  Differenz  von 
i  in  der  bequemeren  Bezeichnung 

*)  ^",  (^'  y)  bedeutet,  dass  F  (a?,  y)  zuerst  in  Bezug  auf  x  und  dann 
der  erhaltene  Differentialquotient  noch  einmal  in  Bezug  auf  x  dift'eren- 
tiiert  worden  ist. 

**)  F^''    (x,  ty)  soll  andeuten,  dass  F  (u?,  xj)  einmal  in  Bezug  auf  x,  und 
dann  der  erhaltene  Differentialquotient  noch  zweimal  in  Bezug  auf  xj  diffe- 

rentiiert  worden,   was  man  auch   durch  (  ,    ,  ,)   andeuten  kann.     Wäre 

\Xxaxj-  J 

/..  B.    z-xy-i,'+l,    so    wiire   F;(x,y)  =  (^)  -  ir^;   F;'^(x,j/) 

Lfibsen,  InfiDitesimal -Rechnung;.    7.  Aufl.  IQ 
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163. 

AVir  haben  im  vorlierg-ehenden  ParagTaplien  aus  der  Funk- 
tion ,?  =  F  (x,  y)  die  totale  Differenz  (d.  li.  wenn  die  absolut 
veränderliclien  Grössen  sich  beide  zugleich  ändern)  erhalten, 
indem  wir  erst  x-\-Ax  statt  x,  und  dann  in  der  erhaltenen 
Entwickelung  y -\- Ay  statt  y  setzten.  Es  lässt  sich  aber  un- 
mittelbar einsehen,  dass  notwendig  dasselbe  Eesultat  kommen 
muss,  wenn  man  diese  Substitutionen  in  umgekehrter  Ord- 
nung vornimmt,  nämlich  in  ^  =  F{x,y)  erst  y -\- Ay  statt  y 
und  dann  in  der  erhaltenen  Entwickelung  x-\-Ax  statt  x 
setzt.  Nötigenfalls  möge  der  Anfänger  sich  von  der  Eichtig- 
keit  dieser  Behauptung  durch  eine  nochmalige  Entwickelung 
überzeugen.     Man  erhält  dann  wieder 

164. 

Hieraus  folgt  ferner  —  weil  nämlich  beiderlei  Verfahren 
gleiche  Resultate,  nämlich  die  totale  Differenz  von  ^  geben  — 
dass  in  beiden  identischen  Reilien  auch  die  Koeffizienten  von 
gleichartigen  Produkten  der  Inkremente  Ax,  Ay  einander 
gleich  sein  müssen,  nämlich 


dxdyj       \dydx 


utx  ay  J  Kay  dx 
d.  li.  ob  man  eine  P'unktion  zweier  absolut  (oder  auch  ab- 
hängig )  veränderlicher  Grössen  F  (,r,  y)  erst  m  mal  in  Bezug 
auf  .'■  und  darauf  noch  «mal  in  Bezug  auf  y  diiferentiiert, 
oder  umgekehrt,  erst  ;?mal  in  Bezug  auf  y  und  darauf  noch 
^nmal  in  Bezug  auf  x  difterentiiert,  das  ist  einerlei.  Ist  z.  B. 
z  =^  xry''  -\-  Qx-  —  yy  +  1,  so  ist 


dx]  "     ■''  I  ■       '  \fly 

etc.  etc. 
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165. 

Wäre  schliesslich  z  eine  Funktion  von  drei  veränderlichen 
Grössen,  und  mehr  werden  selten  vorkommen,  in  Zeichen 

wo  alle  drei  Grössen,  x.  y,  v,  absolut  veränderlich  (voneinander 
unabhängig)  sind,  so  findet  man  ganz  auf  die  vorhin  gezeigte 
Weise  sowohl  die  partiellen  Differenzen  Ay?.  A/,  A/,  als 
auch  die  totale  Differenz  A--.  Weil  in  den  praktischen  An- 
wendungen der  Differentialrechnung  aber  nie  mehr  als  die 
niedrigsten  Glieder  erforderlich  sind,  welche  die  Faktoren 
(Inkremente)  Ax,  Ay,  Av  in  der  ersten  Potenz  enthalten, 
und  es  weitläufig  sein  würde,  auch  die  höhern  mit  Ax^  etc. 
multiplizierten  Glieder  zu  entwickeln  (welches,  wie  gesagt, 
auf  die  vorhin  gezeigte  Weise  geschehen  könnte),  so  wollen 
wir  hier  auch  nur  die  erwähnten  niedrigsten  Glieder  ent- 
Avickeln  und  die  hohem  bloss  andeuten. 

Ändert  sich  in  ^  =  F(.r,  ?/,  v)  nur  eine  Grösse,  z.  B.  x  in 
x-\'AX',  so  bleiben  die  beiden  andern  y,  v  konstant  (man 
denke  sich  dafür  bestimmte  Zahlen  gesetzt)  und  man  hat  dann 

z  +  A./  —  F  {x,  y,  v)  +  F;  (x,  y,  v) .  Ax  +  M  A-r-  +  . . . . 

Ändern  sich  zwei  Grössen,  x  mx-{-  Ax  und  //  in  // -\-  Ay-, 
so  hat  man 

^+A,/  =  F(x,y,i04-('^.).A^+(|)Ay+MA^--^+M'A.rAy+M''Ai/-^+-- 

Um  nun  die  totale  Differenz  von  ,i  zu  erhalten,  wollen 
wir  der  Abweclislung  hall)er  nach  Ampere  folgendermassen 
verfahren.     Es  ist 

1 .  F (x  -f  AX,  y,v)=^F {x,  y,  v)  +  F^;;^ {x,  y,  v)  Ax+M  A-r'  -f-. •  •  - 

2.  F{x,y  +  Ay,v)^-F(x,ij,v)-^F'y{x,y,v)Ay-^'^l'Ay-+.... 

3.  F(x,y,v-\-Av)^F{x,ij,v)  +  F[Ax,y,v)Av-\-'^i"Ar--^.... 

Diese  drei  Gleichungen  haben  statt,  welches  aurli  die 
\\'erte  von  x.  y.  v  sein  m(»gen.  Man  kann  also  auch  in  der 
zweiten  linker  und  rechter  Hand  x  -\-  Ax  statt  ./■.  und  in  die 
dritte  x-\-Ax,  y -\- Ay  statt  x  und  y  setzen  und  nur  M',  M", 
welche  (im  allgemeinen)  Funktionen  von  ./.  //.  r  sind,  ht^kommcu 

1:^ 
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durch  diese  Substitution  andere  Werte.  Man  liat  also,  indem 
wir  die  erste  Gleichung  nun  wieder  abschreiben, 

{i')'F{x+Ax,y,v)=F{x,y,v)+F'Jx,y,v)Ax+'Ml^x^+.... 
{2')F{x+Ax,y+Ay,v)='P{x+Ax,y,v)+¥'y{x+Ax,y,v)Ay+^hlsy-+... 

( 3')  ¥{x+Ax,y+Ay,v^Av)=F{x+Ax,y+Ay,v)+F[{x  +Ax,y  +A2/,v)  At^+M,Ai''+ 

Addiert  man  diese  drei  Gleichungen,  und  lässt  die  rechter 
und  linker  Hand  sich  tilgenden  Glieder  aus,  so  hat  man  ganz 
einfach*) 

^  +  A^  =  F  {x,  ij,  v)  +  F^  {x,  y,  v)  Ax  +  UAx-  +  . . . . 

+  F'^(x,y,v)Ay  +  M,Ay'+.... 

+  ¥[{x,y,v)Av  +  M,Av^-+.... 
A2  =  F;^  (rr,  y,  v)  Ax-^Y'^  {x,  y,  v)  Ay  +  K(^,y,r)  Av-{-. . . . 


*)  Es  ist  hier  rechter  Hand  der  Faktor  von  Ayi  nämlich: 

r^i:x-^Ax,y,v)  =  r^{x,y,v)  +  lA,.Ax  +  lsi,Ax'  +  .... 
Ebenso  ist  der  Faktor  von  A^,  nämlich: 

F;(ic+Ax,2/-^A?/,vl=F;,(.r+Ax,?/,'y)+M.A2/  +  MgAr  +  - 
=F;(a?,y,i;)+M_Aa^+M,A^-  +  .... 


Zwölftes  Buch. 

Maxiina  und  Minima  der  Funktionen  melirerer 
absolut  verändeiiiclier  Grössen. 


166. 

Die  wichtigste  Anwendung  des  vorhergehenden  Buches 
besteht  darin,  diejenigen  Werte  der  absohit  veränderlichen 
Grössen  zu  finden,  für  welche  die  daraus  gebildete  Funktion 
sich  im  Zustande  des  Maximums  oder  Minimums  befindet. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  zuerst  annehmen,  es 
sei  z  eine  gesonderte  Funktion  von  nur  zwei  absolut  ver- 
änderlichen Grössen,  x,  y,  in  Zeichen: 

und  es  seien  .r;„  v/^,  die  gesuchten  unbekannten  Werte  von  x,  y^ 
für  welche  z^^-^Y [x^^y^]  ein  Maximum  oder  Minimum  ist. 


167. 

Lassen  wir  nun  die  beiden  Grössen  x^^  y^  um  A^",  A/y 
wachsen,  so  haben  wir  (§  162) 

Um  kein  Maximum  oder  Minimum  zu  überspringen,  müssen 
und  können  wir  die  Inkremente  A-^',  A/y.  so  klein  denken,  dass 

''-'■1a.,-  +  (^^) 


die  Summe  der  beiden  niedrigsten  Glieder,  (    ''  )  A.*'  -|-  vi',]  A?/ 
(im  Fall  >-  0),   grösser  ist,    als  die  Summe  aller  folgenden, 
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welche  die  höheren  Potenzen  und  Produkte  der  Inkremente 
enthalten.  Dies  beachtet,  ist  nun  klar,  dass,  wenn  F  (x^,  iQ 
ein  Maximum  oder  Minimum   sein   soll,   die   Koeffizienten 

'dz\    (d£\ 


von  Aa;,  AV  — die  partiellen  Differentialquotienten  ,  ,    ,,  ,  , 

\dxj    \dy. 

einzeln  notwendig-  =  0  sein  müssen.  Denn  wenn,  um  alle  mög- 
lichen Fälle  durchzugehen,  in  der  Reihe 

.K....+(|)A.+(|)A.+(£)^+G^)A.A.  +  (f,)f^+... 

1.  beide  Koeffizienten  (y-j  und  (^j  für  x  =  Xq^  y  =  J/o 

positiv  wären,  so  würde  für  positive  Inkremente  die  Summe 

der   beiden   niedrigsten   Glieder    (y-j  Ax  -\-  i~j  Ay   positiv 

sein  und  (weil  dann  diese  Summe  grösser  ist,  als  die  Summe 
aller  folgenden  Glieder,  wenn  auch  alle  negativ  wären)  zu 
F(a?(j,  y^)  noch  etwas  hinzukommen,  mithin  F  (x^,  y^)  wachsen 
und  also  kein  Maximum  sein. 

Für  negative  Inkremente  — A-'^,  — A^  würde  die  Summe 
der  beiden  niedrigsten  Glieder,  mithin  auch  die  der  ganzen 
Reihe,  negativ  sein,  also  von  F  (x^y,  y^)  noch  etwas  abgehen, 
mithin  F  {x^,  y^)  auch  nicht  im  Zustande  eines  Minimums  sein 
können. 

2.  Wären  die  beiden  ersten  Differentialquotienten  [-r-j, 
negativ,   so  würde  jetzt   umgekehrt  für  negative  In- 


\dyj 

kremente  — Aoc,  — Ay  die  Funktion  F(Xq,  y^)  wachsen  und 
für  positive  Inkremente  abnehmen,  mithin  weder  ein  Maxi- 
mum noch  ein  Minimum  sein  können. 

3.    Wäre  der  eine  Koeffizient  z.  B.  fy^j  positiv,  der  an- 
dere (y^j  negativ,  so  wäre  für  -j-Ax  und  — Ay  die  Summe 

der   beiden   niedrigsten   Glieder    (y-j  A.^'  + (^)  A^    wieder 

positiv  und  F  {Xq,  y^)  würde  für  diese  Inkremente  wachsen, 
mithin  kein  Maximum  sein.  Für  — Ax  und  -\-Ay  wäre  jene 
Summe  negativ,  mithin  F  (x^,  y^)  abnehmend,  also  auch  kein 
Minimum. 
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168. 


Sind   nun   aber   für   ./;  =  .r^   nnd   y  =  ^o  ^^^  ^^^'  vorher- 
gehenden Reihe  die  Koeffizienten  von  Ax  und  Ay,  nämlich 

f^j  und  fy-j  einzehi,  =0,  so  bleibt  uns  noch: 

,    fd'^\Ax-   ,    fcP^\  ,    fd'^AAU- 


dx-J  1.2^    \dydxj  ^"^^^    '    \dy-J  1.2    '    '  "  '  ' 

und  es  kann  ^ {x^^  y^)  (die  Ordinate  j^,)  ein  Maximum  oder 
Minimum  sein.  Ob  aber  überall  ein  Maxinuim  oder  Minimum, 
und  welches  von  beiden  stattfindet,  darüber  entscheiden  nun 
die  drei  folgenden  Glieder,  indem  wir  Aa",  Ay  so  klein  an- 
nehmen können,  dass  die  Summe  dieser  drei  Glieder  grösser 
ist,*)  als  die  Summe  aller  folgenden. 

Wäre  nun  die  Summe  dieser  drei  Glieder  positiv  unter 
allen  Umständen,  d.  h.  man  möge  die  Inkremente  Ax,  Ay 
positiv  oder  negativ,  oder  auch  das  eine  oder  andere  =0 
nehmen,  so  würde  F  (xq,  y^)  oder  die  Ordinate  .c\^  ein  Mini- 
mum sein,  weil  dann  unter  allen  Umständen  die  Ordinate 
wachsen  würde,  ihr  Fusspunkt  möge  in  der  Ebene  xy,  in  der 
Abscissenachse  nach  rechts  oder  links  {-jzAx,  Ay  =  0)  oder 
senkrecht  darauf  f  A^'  =  0,  +  A«/)  oder  nach  einer  dazwischen 
fallenden  Eichung  {+  Ax,  +  Ay),  (+  A.^',  +A.v)  fortgleiten. 

Wäre  dagegen  die  Summe  jener  drei  Glieder  unter  allen 
Umständen  immer  negativ,  so  würde  offenbar  FL/^,  i/q)  (d.  i. 
die  Ordinate  ^(^)  ein  Maximum  sein. 

169. 

Um  nun  ein  Merkzeichen  zu  finden,  wonach  man  ent- 
scheiden kann,  ob  die  Summe 

d'^\  Ax^  .  (  d:'z\  ^     ^      ,   (d''z\  Ay- 

oder  indem  wir.  des  bequemeren  Schreibens  halber,  die  (hier 

*)  Vorausgesetzt,  dass  die  drei  Koeftizieiiteu  von  A*"">  A'^Ay,  AV' 
nicht  jeder  einzeln  =0  sind,  in  welchem  Falle  man  noch  weiter  gehen 
müsste,  was  jedoch  unerträglich  weitläufig  sein  würde. 
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nur  in  Betraclit  kommenden)  Koeffizienten  mit  A,  B,  C  be- 
zeichnen 

A— ^-LBA^A?/  +  C 


1.2'  ^•-    '       1.2 

KAA.r'  +  2BA3"A^  +  C  Ar ) 

unter  allen  Umständen  positiv  oder  negativ  wird,  bemerken 
wir  zuerst,  dass  A  und  C  notwendig-  einerlei  Vorzeichen 
haben  müssen  und  zwar  beide  -|-,  wenn  die  Summe  positiv, 
und  — ,  wenn  die  Summe  negativ  sein  soll.  Denn  wäre  z.  B. 
A  positiv  und  C  negativ,  so  würden  für  Aj'  =  0  die  beiden 
erstem  Glieder  verschwinden  und  die  Summe  nicht  positiv 
sein  können.  Für  A2/  =  0  dagegen  würden  die  beiden  letzten 
Glieder  verschwinden  und  die  Summe  also  nicht  negativ  sein 
können.  Um  nun  das  Vorzeichen  dieser  Summe  von  dem  Vor- 
zeichen der  Inkremente  ganz  unabhängig  zu  machen,  setzen 
wir  dieselbe  (indem  wir  den  Faktor  |  weglassen  können)  in 
folgende  Form: 

R-  R- 

Aa^-'  +  2B A^A?y  +  CA//'  +  -^  Alf  —  -^  Alf 


A  [ax  + 1  A?/)  V  (c  -  ^')  A!f 


und  dieser  Ausdruck  ist  gewiss  unter  allen  Umständen  positi\' 

(negativ),  wenn  gleichzeitig  A  und  C  positiv  (negativ)   und 

R- 
ausserdem  (" r-  >  0,  d.  h.  AC  >  B-  ist. 

A  -^ 

170. 

Zur  Bestimmung  der  Minima  und  Maxima  einer  Funktion 
zweier  absolut  veränderlichen  Grössen 

.i  =  F  (X,  y) 
hat  man  also  gleichzeitig 

\<lxV         '      \tly- 
■Ic-j   \dy-l "\(lxdyl  ' 
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d.  li.  man  diiferentiiere  die  Gleichung  z  =  F  (a:;,  \j)  einmal  in 
Bezug  auf  x,  und  einmal  in  Bezug  auf  y,  setze  beide  Diffe- 
rentialquotienten  einzeln   ^  0,    nämlich    f  y-j  ^  F^  {x,  y)  =  (J 

fcU\ 
und  (  — 1 -=F' (.r,  ?/)-=0.    Die  AVerte,  welche  man  aus  diesen 

beiden  ersten  Bedingungsgleichungen  für  x  und  y  findet,  sub- 
stituiere man  in  die  Ausdrücke  (2).  Je  nachdem  dann  diese 
positiv  oder  negativ  werden,  giebt  es  ein  Minimum  oder 
Maximum,  vorausgesetzt,  dass  gleichzeitig  auch  die  dritte  Be- 
dingung stattfindet. 

In  der  Regel  erkennt  man  aber  schon  aus  der  Natur 
der  Funktion,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum  vorhanden 
ist,  und  man  hat  dann  nicht  nötig,  die  immer  weitläufigen 
Rechnungen  und  Substitution  für  die  Bedingungen  (2)  und  (3) 
vorzunehmen. 

171. 

Hätte  man  eine  gesonderte  Funktion  von  mehr  als  zwei 
absolut  veränderlichen  Grössen,  wäre  z.  B.  in  Zeichen 

u  =  F  {x,  y,z,v... .), 

so  folgt  aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  (und  noch 
einfacher  nach  der  Infinitesimalmethode),  dass  man  zur  Be- 
stimmung der  Werte  von  x,  y,  z,  v ,   für  welche   u  ein 

Maximum  oder  Minimum  wird,  die  Funktion  in  Bezug  auf 
jede  der  absolut  veränderlichen  Grössen  differentiieren .  und 
die  erhaltenen  partiellen  Differentialquotienten  einzeln  =---  0 
setzen  muss,  nämlich 

(:;i)-"^  0-'^  (s)-«^  d')-«-- 

Aus  diesen  gleichzeitig  stattfindenden  Bedingungen  erhält 
man  die  einem  Maximum  oder  Mininuim  entspreclienden  ^^'^erte 

von  X,  y,  z,  v ,  vorausgesetzt,  dass  der  Eliminationsprozess 

nicht  zu  grosse  Schwierigkeiten  bietet.  Aber  auch  hier  ein 
Kennzeichen  aufzustellen,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum 
und  welches  von  beiden  stattfindet,  würde  auf  zu  grosse 
Weitläufigkeiten  führen.  Man  muss  dieses  aus  der  Natur  der 
Funktion  erkennen. 


186 


172. 

Aufgabe.     Es  sei  gegeben: 

z  =  in-  +  xy  4-  y-  —  ^x  —  4^  +  1. 

Man  sucht  die  ^^^e^te  von  x  und  y,  für  Avelche  z  ein  Maximum 
oder  Minimum  wird. 

Auflösung.     Mail  hat  hier 

und  hieraus  x=^2  und  y=l.     Ferner  ist 

dx-J    \dy'J       \dxdyJ  ' 
Für  x  =  2  und  y  =  1  wird  also  z  ein  Minimum,  =  —  6. 

173. 

Aufgabe.  Eine  Zahl,  a,  in  drei  solche  Teile  zu  teilen, 
dass  das  Produkt  aus  der  vierten  Potenz  des  ersten,  dem 
Kubus  des  zweiten  und  dem  Quadrat  des  dritten  Teils  ein 
Maximum  wird. 

Auflösung.  Sei  *■  der  erste,  y  der  zAveite,  also  a  —  x  —  y 
der  dritte  Teil,  so  hat  man 

,e  =  xhf  (a  —  X  —  yf, 
,n  =  //■■'  {a  —  X  —  //)■- .  4a;-^  —  x^y'"^ .  2  (a  —  x  —  // )  =  0, 

'^=.x;Ua  —  x  —  yf.Sy^  —  xY-^{ct  —  -^-  —  y)^0, 

oder  kürzer,  weil  die  Teile  x,  y  und  a  —  x  —  y  nicht  =0 
sein  kfhinen  und  man  durch  dieselben  dividieren  kann. 

2a  — Sx  —  2y  --  0, 

3a  —  Sx  — ^  r>y  =  0. 
Hieraus  x  =  ,',  a ;  //  =  ij  a ;  a  —  x  —  y-='^  (i. 
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Für  diese  drei  Teile  von  a  wird  z  ein  Maximnm,  indem 
von  einem  Minimnm  hier  nicht  die  Eede  sein  kann  und  man 
also  das  weitläufige  Kennzeichen  dafür  nicht  aufzustellen  braucht. 

174. 

Aufgabe.  Eine  gerade  Linie,  a,  in  drei  solche  Teile  zu 
teilen,  dass  der  Inhalt  des  daraus  konstruierten  Dreiecks  ein 
Maximum  wird. 

Auflösung.  Sei  x  die  eine,  y  die  zweite,  also  a  —  ./■  —  // 
die  dritte  Seite,  so  ist  der  Flächeninhalt 

F  =  y[|  a .  {\  a  —  r)  (|  a  —  y)  (x  -\-y—  l  a)] 

oder,  zufolge  der  Anmerkung  zu  §  98 

^  =  {la  —  a;)  {-l-a  —  y)  (x  +  //  —  -i  a), 

(^)  ^  ^^  '*  ~  ^^  ^"'  ~  ^^  ~  -^^  ^  *'^' 

\£)  ^  ^^  ~  ^'^  ^^^  —  '^y  —  "')  =  *^' 

Die  Faktoren  -\a  —  x  und  \a  —  y  können  nicht  0  sein,  weil 
dann  a;  =  ?/=  Ja,  mithin  die  dritte  Seite  =  0  und  also  gar 
kein  Dreieck  vorhanden  wäre.  Es  müssen  also  die  beiden 
anderen  Faktoren  =-=.0  sein.  Daraus  ergiebt  sich  j;  =  |fl; 
y  =  .?j rt ;  a  —  x  —  y=\ ct. 

Da  ferner  für  diese  Werte  von  x  und  y 

(£)=-2(i»-^)-^-*»' 

so  ist  klar,  dass  ein  Maximum  stattfindet,  was  man  auch  un- 
mittelbar einsieht,  indem  von  einem  Minimum  hier  niclit  die 
Rede  sein  kann. 

Unter  allen  Dreiecken  von  gleichem  Umfange  liat  also 
das  gleichseitige  den  grössten  Inhalt. 
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175. 

Aufgabe.  Die  Dimensionen  eines  reclitwinklig^en  und 
geschlossenen  Parallelepipedons  zu  bestimmen,  welches  bei 
gegebenem  Inhalt  V  die  kleinste  Oberfläche  hat. 

Auflösung.    Seien  x^  y  die  gesuchte  Breite  und  Länge, 

V 

so  ist  die  gesuchte  Höhe  ^  =  —  und  die  Oberfläche 

xy 

F^2(.,  +  ^  +  ^). 

3 

hieraus  folgt  x-y  =  xy-=^\  ,  mithin  a;  =  ?/  =  ^=Vy.  Ferner  ist 


dx-j  " 


ä-  =  +  4, 


3--  +  ^, 


(7-F  .       4\ 
dy-J 

d-F 

dxdy. 

Unter  allen  rechtwinkligen  Parallelepipeden  von  gleichem  In- 
halte ist  es  also  der  Kubus,  welcher  die  kleinste  Oberfläche  hat. 

176  a. 

Aufgabe.    In  einem  Kreise  das  an  Inhalt  grösste  Drei- 
eck zu  beschreiben. 

Auflösung.  Sei  ABD  das  Dreieck.  Denkt  man  vom 
Mittelpunkt  C  nach  einer  Ecke,  A,  den  Kadius  CA=  >•  ge- 
zogen, setzt  die  zu  findenden  Winkel  BAC  =  x,  CAD  =  y  und 
fällt  von  C  auf  AB  und  AD  Perpendikel,  so  ist  offenbar 
AB  ==  2/- cos  .r  und  AD  =  2/- cos  jy.  Da  nun  das  von  B  auf 
AD  gefällte  Perpendikel  =  AB  .  sin  {x  -j-  y) ,  also  auch 
=  2r  cos  ä;  .  sin  U" -|- .//\  so  ist  (§  98,  Randanmerkung) 
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dF 
dx 

cW 
dx 

(IF 
dij 


F  =  2/-- cos x.cos  y . sin [x  +  // '• 

=  cos  X .  cos  {x  -\-  y)  —  sin  x .  sin  (.>■  -j-  // )  -=  0, 


J  =  cos  (2x-  -\-y)^0,     2x  -\-  y 


90«. 


cos  {x  +  2 ?/)  =  0,     x-{-  2y  -     90  °. 


Es  ist  mithin  x  =  y  =  30^  und  folglich  das  verlangte  Dreieck 
ein  gleichseitiges,  weil  zugleich  auch  AB  =  AD  =  2r  cos30«. 

176  b. 

Aufgabe.  Man  sucht  einen  Punkt,  0,  so,  dass  die 
Summe  (u)  seiner  drei  Entfernungen  x,  y,  z  von  den  Ecken  eines 
gegebenen  Dreiecks,  ABC,  ein 
Minimum  ist. 

Auflösung.  Am  leich- 
testen verfährt  man  auf  fol- 
gende indirekte  Weise: 

Es  sei  der  Winkel  0  AB = ö, 
also  OAC  =  A  —  0,  so  ist 
x^  =  c-  +  ?/"  —  2cy  cos  0, 

2r'2  =  W-  -f  y''-  —  2hy  cos  (A  —  e\ 
u  =  y  -\-  Vc^  +  y'^  —  2cy  cos  Ö  +  yiP  +  y'^  —  2hy  cos  (A  —  &). 


WM 


dit 
dy. 
du 
de. 


^    ,  y  —  C.COS0  ,   y  —  6cos(A — f*) 
(yy .  sin  0      hy  sin  (A  —  (i 


X  z 

Aus  der  zweiten  Bedingungsgleichung  folgt 
c.  sin  0      h .  sin  ( A  —  H) 


0. 


Fällt   man   von   B   und  C    die  Perpendikel   HD,    CP],   so   ist 
c.sinö  =  BD  und  &sin(A  —  0)  =  CE,  mithin 

X  z 

Diese   Quotienten   sind   aber   die   Sinus   der    spitzen   Winkel 
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BOD  und  COE  und  da  ihre  Sinus  gleich  sind,  so  sind  aucli 
diese  beiden  Winkel  und  folglich  auch  ihre  Nebenwinkel  gleich. 
Ferner  ist  nun  y  —  c .  cos  0  =  —  OD  und  y  —  h.  cos  (A  —  6) 
=  —  OE.  Substituiert  man  dies  in  die  erste  Bedingungs- 
gleichung, so  ist 

OI)_OE 
X  .? 

OD     OE 
Die   Quotienten   — ,   —   sind   die  Cosinus   der  beiden 

gleichen  Winkel  BOD,  COE.  Da  nun  diese  Cosinus  gleich 
sind  und  ihre  Summe  =1  ist,  so  ist  jeder  =  |  und  folglich 
Z  BOD  =  COE  =  60«. 

Der  fragliche  Punkt  hat  also  eine  solche  Lage,  dass  jeder 
der  drei  um  ihn  liegenden  Winkel  =120«  ist.  Beschreibt 
man  also  über  zwei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  gleichseitige 
Dreiecke  und  um  jedes  einen  Kreis,  so  schneiden  sich  beide 
Kreise  in  dem  gesuchten  Punkt  0  (Element.-CTeometrie  §  85). 

177. 

Im  §  162  fanden  wir  aus  der  Funktion  £:^^Y  {x^y)  für 
die  totale  Differenz  derselben,  die  Eeihe 

und  man  ist  nun  übereingekommen,  hier  die  beiden  ersten  in 
der  Regel  nur  erforderlichen  Glieder,  welche  keine  Potenzen 
und  Produkte  der  Inkremente  enthalten,  das  totale  Differential 
der  Funktion  zu  nennen  und  mit  de  zu  bezeichnen.  Setzen 
wir  der  Symmetrie  lialber  auch  dx,  dy  statt  l\x,  A'//,  so  ist 
das  totale  Differential,  welches  aus  der  Summe  der  beiden 
partiellen  Differentialen  besteht,  in  Zeichen 

178. 

Hätte  man  eine  gesonderte  Funktion  von  mehr  als  zwei 
absolut  veränderlichen  Grössen,  z.  B. 

u  =  F  ix.,  v/,  ,j, ....), 
so  erhellet  schon  aus  §  177,  dass  das  totale  Differential 
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ist.    Wäre  z.  B.  u  =  xij.i,  so  ist 

chi  =  yz .  dx  -\~  x.c .  dij  -\~  .vij .  di: 

179. 

Aufgabe.     Man  differentiiere  zur  Übung'  noch  folgende 
Funktionen,  in  welchen  x,  y  absolut  veränderliche  Grössen  sind : 

-I  m     H 

1.     ,?=-=X'    //  . 

2.  ,=^^y 


j' 
3.   ,2-  =  arc  tg-  -    . 
// 
Auflösung.     Man  findet 

1.       dz^^mx       y  dx-\-nx  y       dy, 

dz  =  a?'"~  ?/""  {mydx  -{-  nxdy). 

'dz\ 


^j._^j  au{x-  +  y-)    :x, 

dA  .  -J-  -4 

j  =  a  {x-  +  ?/-)    -  —  ay  (,k-  +  //-)    :  y, 

j       —  axydx  -f-  ax-dy 

dz\  y  fdz\  X 


jlxj      y-  -{-  X- '     \d/y)  y-  -\-  x" ' 

ydx  —  xdy 


180. 

-.j:  Man  kann  bei  Funktionen  \(jn  mehr  als  einer  absolut 
veränderlichen  Grösse  auch  höhere,  sowohl  partielle,  als  totah' 
Differentiale  entwickeln.     So  folg:t  z.  Ix  aus 

z=^F{x,y), 
indem  wir  sowohl  x  als  //  sich  ändern  lassen,  erst  das  totale 
Differential 
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Da  nun  hier  die  Koeffizienten  von  dx^  dy  (im  allgemeinen) 

Funktionen  von  x  und  y  sind,  nämlich  f^j  =  F'.  (r,  ?/)  etc., 

so  kann  man  wieder  x-j-Aa;,  y -\- Ay  statt  x  und  y  setzen 
und  entwickeln,  indem  man  die  Faktoren  dx,  dy  als  kon- 
stant betrachtet.  Behält  man  von  der  Entwickelung  nur  die 
niedrigsten  Glieder  und  schreibt  wieder  dx,  dy  statt  Ax,  Ay 
so  hat  man  das  totale  zweite  Differential  von  ^,  nämlich  d'-^\ 
Es  leuchtet  ein,  dass  man  dies  einfacher  erhält,  indem  man 
obige  Gleichung  nur  nochmals  in  Bezug  auf  x  und  y  differen- 
tiiert.     Dann  ist 

Wollte  man  so  allgemein  weiter  gehen,  so  würde  sich  zeigen, 
dass  bei  jedem  folgenden  totalen  höheren  Differential  die  Bi- 
nomialkoeffizienten  zum  Vorschein  kommen. 

181. 

-^  Hat  man  eine  verwickelte  Funktion  mehrerer  absolut 
veränderlicher  Grössen,  die  man  auf  die  abhängig  veränder- 
liche nicht  reduzieren  kann,  oder  nicht  reduzieren  will,  so 
lässt  sich  dennoch  sowohl  das  totale  als  partielle  Differential 
leicht  bestimmen.  Durch  ganz  dieselben  Betrachtungen,  wie 
in  den  §§  134,  136  und  137,  ergiebt  sich  nämlich,  dass  man 
eine  solche  auf  0  reduzierte  Funktion  formell  nur  gerade  so 
zu  differentiieren  braucht,  als  wenn  alle  Grössen  absolut  ver- 
änderlich wären,  und  das  Differential  =0  zu  setzen  berech- 
tigt ist.     Sei  z.  B. 

F  (.-r,  y,  z)  =  0, 

wo  ic,  y  die  absolut  veränderlichen  Grössen  sein  sollen  und  z 
die  abhängige,  so  ist  für  das  partielle  Differential  von  z  in 
Bezug  auf  x,  also  y  konstant  (§  136), 

und  in  Bezug  auf  y,  also  jetzt  x  konstant. 
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iZh+Q--^' 

lind  für  das  totale  Differential 

{Z>HZ>Mf>- 

=  0 

Für  die  höheren  Dilferentiale  findet  dieselbe  Regel  statt. 
Die  allgemeinen  Formeln  werden  hier  aber  unerträglich  weit- 
läufig. 

Beispiel.  Die  Gleichung  für  die  Oberfläche  der  Kugel 
ist  (Höhere  Geometrie  §  134) 

x^  +  ?/'  +  ^'^  =  '"■ 

Ändert  sich  bloss  x,  so  ist  xdx-\-^(l^  =  0.     Ändert  sich 

bloss  y.  so  ist  yäij  -\- zdz  =  0.     Ändern  sich  beide  zugleich, 

so  ist 

xdx  -\-  ydy  -\-  zdz  =  0, 

xdx  -\-  ydy 


182. 

:?:   Aufgabe.     Es  ist  die  (ileichung  irgend  einer  krummen 
Fläclie  allgemein 

z^Yix.y) (0 

und  darin  ein  Punkt,  M,  durch  seine  rechtwinkligen  Koordi- 
naten *•,  ?/,  z  gegeben.  Man  sucht  die  Gleichung  der  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Tangentialebene. 

Auflösung.  Lassen  wir  bloss  die  Abscisse  x  um  /\x 
wac^hsen,  so  gehen  wir  zu  einem  andern  Punkt,  M',  der 
Fläche  über,  dessen  Koordinaten  x-\-l\x^  /y,  z-\-l\^z  sind. 
Lassen  wir  dagegen  bloss  die  Ordinate  y  um  /\y  waclisen, 
also  X  konstant  bleiben,  so  gehen  wir  zu  einem  dritten  Punkt, 
M",  der  krummen  Fläche  über,  dessen  Koordinaten  a;,  ?/  + A^/? 
z  A-  /\  z  sind. 

Lühsen.  Infinitepiinal- Keihminf;.    7.  Aufl.  jg 


194 

Die  Gleichung  einer  Ebene  hat  die  Form 

z  =  Ax  +  By  +  C (2). 

Damit  diese  Ebene  zunächst  durch  die  angegebenen  drei 
Punkte  M,  M',  M"  geht,  müssen  die  Koeffizienten  A,  B,  C  so 
bestimmt  werden,  dass,  wenn  man  x  und  y  statt  x,  y  setzt, 
z  =  2',  und  wenn  man  x-\-/\x  und  y  statt  x,  y  setzt,  z  = 
z-\-/\^z^  und  wenn  man  x  und  y -\- l\y  statt  x,  y  setzt, 
z  =  ^-|-A  z  wird. 

Dies  giebt  uns  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  A,  B,  C 
folgende  drei  Bedingungsgleichungen: 

^  =  Aic  +  B2/  +  C (3) 

^  +  A,^  =  A(x  +  Aa;)  +  Bi/  +  C (4) 

^  +  A/  =  Aa;  +  B(?/  +  A?/)  +  C (5) 

Subtrahiert  man  (3)  von  (4)  und  (3)  von  (5),  so  hat  man 

A/  =  BA^;  B  =  ^. 

Lässt  man  nun  A'c,  A?/  bis  zu  Null  konvergieren,  also 
nach  der  Grenzmethode  die  drei  Punkte  zusammenfallen,  oder 
noch  deutlicher,  nach  der  Infinitesimalmethode  die  Inkremente 
Aa?,  Ay  unendlich  klein  werden,  so  ist  auch  das  zwischen 
den  drei  Punkten  M,  M',  M"  liegende  unendlich  kleine  Flächen- 
stück als  eben  zu  betrachten,  und  da  dieses  mit  der  gesuchten 
Ebene  (weil  drei  Punkte  gemein  habend)  zusammenfällt,  so 
ist  auch  letztere  notwendig  eine  Berührungsebene.  Die  ge- 
suchten Koeffizienten  A,  B  sind  dann  aber  oifenbar  die  aus 
(1)  gezogenen  partiellen  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  x 

und  y,  nämlich  A^(y-J,  B  =  f-T-j.  Die  Gleichung  der  Be- 
rührungsebene ist  also  näher  bestimmt 
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Um  nocli  C  zu  bestimmen,  beachte  man,  dass  zufoige  (3) 
C  =  s — Ax —  By  =  e — ( 7~:) ^ — (;7~) ^-  ^^^^ ^^  (^)  substituiert, 
ergiebt  die  Gleichung  der  Tangentialebene: 

^=(S)"+(S)y+{^-(s)^-(|)4 

Man  hätte  auch  (3)  von  (6)  subtrahieren  können  und  vor- 
stehende Gleichung  in  folgender  kürzeren  Form  erhalten: 

und  folglich  die  beiden  Projektionsgleichungen   der   Normale 
(Höhere  Geometrie  §  128): 


183. 

*  Um  schliesslich  noch  den  Winkel  U  zu  bestimmen,  wel- 
chen die  Tangentialebene  mit  der  Ebene  der  x,  y  bildet  und 
der  später  bei  der  Komplanation  der  Flächen  erforderlich  ist, 
hat  man  (Höhere  Geometrie  §  126) 


cosU 


V 


i+(i)+(l 


Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  verwickelter  Form  ge- 
geben: Y{x,y,z)  =  0,  so  hat  man 

/^\  (dY 


,  ,  .  idz\  \dxj  (dz\  \dy 

und  hieraus  K-  =  ■  '      ' 


dx)  fdFy  \dyj  (dYV 


dz)  \dz) 

13^ 
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mithin  die  Gleichung  der  Tangentialebene: 


cosU  = 


clF 
dz 


vi)Mir+' 


\dx)    '   \dy 


Die  beiden  Projektionsgleichungen  der  Normale  sind  in 

diesem  Falle: 

'dY^ 


dz 
(IF 

dz 


184. 
Aufgabe.     Es  ist  die  Gleichung  der  Kugel  gegeben: 

z-  -\-  X-  -{-  y-  =  v. 

Man  sucht  die  Gleichungen  der  durch  einen  gegebenen  Punkt, 
M  {x,  y,z),  der  Oberfläche  gehenden  Tangentialebene  und 
Normale. 

Auflösung.     Man  hat  hier 

dz\ X  _  fdz\ y 

dx)  z  '  \dyj  z  ' 

daher  die  Gleichung  der  Tangentialebene 

z(z  —  z)-{-x{x  —  x)^y{y  —  y)  =  0 
oder  zz -\- XX -\- yy  =  r-, 
die  Gleichungen  der  Normallinie  sind: 
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X  —  a;  =  — (z  —  z),  also  x  =  — , 

z  z 


y  — a/  =  -^  (z  — 4  also  y  =  ^, 


cosU: 


V^2  +  rr2  +  ?/2       r 

Für  ic  =  0  und  y  =  0,  also  2-  =  r  ist  x  =  0,  y  =  0,  ^^  =  r 
und  cos  U  =  1 ,  U  ^  0.  Die  Normallinie  geht  dm'ch  den  An- 
fangspunkt, fällt  also  mit  dem  Eadius  zusammen.  Die  Tan- 
gentialebene geht  mit  der  Ebene  der  x,  y  in  dem  Abstände 
=  r  i)arallel.  Für  a;  =  r,  y  =  0,  also  z==0,  ist  cosU^O, 
U  =  90«. 


Dreizehntes  Buch. 


Maxima  und  Minima  mit  Kebenbedingungen. 
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Man  habe  die  beiden  gleichzeitigen  Gleichungen 

z  =  x^  -^\f' (  1 ) 

2/  =  9  —  4a; ( 2 ) 

Für  ic  =  0,  1,  2,  3...  wird  Gleichung  (2)  zufolge  ^  =  9, 
5 ,  1 ,  —  3 . . .  Für  das  erste  Paar  Werte  von  x ,  y  wird 
^•=729,  für  das  zweite  Paar  ist  e=^126.  Da  nun  für  ver- 
schiedene zusammengehörige  Werte  von  x,  y  die  daraus  ge- 
bildete Funktion  z  verschiedene  Werte  bekommt,  so  kann 
man  fragen,  für  welche  zusammengehörige  Werte  von  x,  y 
wird  z  ein  Maximum  oder  Minimum,  und  dies  ist  es,  was  man 
ein  Maximum  oder  Minimum  mit  Nebenbedingungen  nennt. 

Man  sieht  nämlich,  dass  wegen  der  vorgeschriebenen  und 
zu  berücksichtigenden  Bedingung,  dass  ?/  =  9  —  ix  sein  soll, 
man  in  (1)  die  veränderlichen  Grössen  x,  y  nicht  als  unab- 
hängig voneinander  betrachten  darf. 

Da  nun  für  den  unbekannten  Wert  von  x,  für  welchen  z 
ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  zugleich  auch  y  =  9  —  4x 
sein  soll,  so  darf  man  oifenbar  aus  (1)  die  von  x  abhängige 
Grösse  y  eliminieren  und  hat  dann 

2;  =  x'^-\-  (9  —  4xf (3 ) 

In  dieser  Gleichung  ist  oifenbar  die  Bedingung,  dass 
immer  y  =  9  —  4x  ist,  mit  enthalten,  also  auch  für  den  Wert 
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von  X,  für  welchen  jetzt  z  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 
Dalier  ist 

dz 

^  =  3a^2  — 12(9  — 4xy^  =  0 (4) 

rr  ^  2  und  x  =  ^-^ , 
^=63^  +  96(9  —  49:;). 

Es  ist  also  für  x  =  2,  y^l  die  Grösse  z=^9  ein  Minimum. 
Für  x=\^j  y  =  — ?  ist  z  =  14:-^  ein  Maximum. 

Die  Elimination  der  abhängig  veränderlichen  Grösse  war 
im  obigen  Beispiel  sehr  leicht  zu  bewirken.  In  vielen  an- 
dern Fällen  ist  das  aber  nicht  der  Fall.  Dann  erreicht  man 
oftmals  aber  doch  seinen  Zweck,  indem  man  alle  beide  Glei- 
chungen  in   Bezug   auf  die    absolut   veränderliche   Grösse   x 

dv 
differentiiert,  und  dann  den   Differentialquotienten  -^  elimi- 
niert.    Dass  dies  immer   erlaubt   ist,   wollen   wir   zuerst   an 
obigem   einfachen   Beispiel   zeigen.     Aus   den  beiden  gleich- 
zeitigen Gleichungen 

z  =  x'^if (i) 

y  =  9  —  ^x (2) 

'^^V3^-^  +  3/-^  =  0 (3) 

7  ^     ^     dx  ^   ^ 

dy  ,  . 

dti 

In  (3)  steht  offenbar  y  als  Stellvertreter  für  9  —  4a;,  und  -~ 

als  Stellvertreter  für  das  durch  dx  dividierte  Differential  von 
9  —  Ax  und  dies  ist,  wie  aus  (2)  folgt,  =  —  4.     Wir  können 

dii 

-Y  also  aus  (3)  eliminieren  und  habc^n  dann 

33C-— 12i/-  =  0 
oder  icij- 2i/  =  0 ( •=> ) 

Statt  nun  in  diese  Gleicliung  den  Wert  von  //  zu  sub- 
stituieren,  kann   man  aucli   (im  Fall   die  Reduktion  auf  y  in 


folgt  ,  , 
\dx. 
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(2)  niclit  möglich  oder  zu  weitläufig-  sein  \\ürde)  die  Glei- 
chung (5)  mit  der  Bedingungsgleicliung  (2)  verbinden  und 
daraus  eine  neue  Beziehung  zwischen  x  und  y  ableiten,  wo- 
raus sich  dann  das  Verhältnis  dieser  Grössen  zu  einander  oft- 
mals leichter  ergiebt.  Im  vorliegenden  leichten  Beispiel  hat 
man  diese  Grössen  selbst.     Es  folgt  nämlich  aus  (5)  und  (2) 

xq:2?/  =  o, 

4a;  +  ?y  =  9 
für  das  obere  Vorzeichen  x=^2,  y=\\  für  das  untere  Vor- 
zeichen  X  =  y  ,    ?/  = "7  • 

Um  zu  entscheiden,  ob  für  dieses  Wertepaar  z  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  ist,  hat  man  aus  (3) 

£)  =  6x  +  6r(|y  +  3rg. 


Hierin  die  Werte  von  ~=^  —  4  und  —4  =  0  substituiert, 

dx  aas- 

kommt (-^)  =  6a;  4-  96^  =  6  (a;  +  1 6?/). 

(d^z\ 
Für  x  =  2,  y  =  \  ist  (-^)  positiv  und  ^  =  9  ein  Minimum. 

Für  x^=y^^  y  =  — 1!   ist   [~^A  negativ   und   ,s'=14ff   ein 

Maximum. 

186. 

Nach  der  Inflnitesimalmethode  hat  es  auch  Sinn,  statt 
der  Differentialquotienten  direkt  die,  wenn  auch  nicht  mess- 
baren, dennoch  im  bestimmten  Verhältnis  zu  einander  stehenden 
Differentiale  zu  eliminieren.     Man  hat  z.  B.,  wenn 

z^x^^if ( 1 ) 

?/  =  9  — 4a; (0 

aus  (1):  dz='^x^dx-\-'^y'^dy  =  0^ 

oder  x'^dx  -f-  y'^dy  =  0 ( s ) 

aus  (2):  Mx -}-%  =  0 (4) 

(4)  mit  y-  multipliziert  und  dann  von  (3)  subtrahiert: 
{x-  —  iy-) .  dx  =  0, 
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mithin,    weil   nach   dieser   Methode   das   Differential   von   x, 
nämlich  dx.  nicht  absolut  Null  ist. 

X-  —  4?/-  =  0  etc.,  wie  vorhin. 

187. 

Aufgabe.  Man  sucht  den  Radius  r  und  die  Höhe  h 
eines  oben  offenen  geraden  C3iinders,  welcher  bei  gegebenem 
Inhalt  a  die  kleinste  Oberfläche  hat. 

Auflösung.  Ist  die  Oberfläche  F  und  die  Höhe  h, 
so  ist 

F  =  2jrrh  +  jcr- (i) 

-,       ar  .  . 

Die  Gleichung  (2)  ist  hier  die  Bedingungsgleichung.     Daher 

dF  =  2jt  (h  +  r)  är  +  2jrrdh  =  0, 
also  (h  +  r)  är  -f-  r  .  dh  =  0, 

—  3 

2a  r 
und  aus  (2)        dr^dh  =  0. 

JT 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

h  -|-  r =  0, 

o 

und  da.  siehe  (2).  // =  0, 

JC 

so  ist  h  —  /•  =  0. 


Es  ist  also  h 


='-V!- 


188. 

Aufgabe.  Aus  vier  gegebenen  Seiten,  a,  h,  c,  e,  ein 
Viereck  zu  konstruieren,  welches  den  grössten  Inhalt  liat. 

Auflösung.  Heisst  der  gesuchte  Winkel,  den  die  Seiten 
«,  h  miteinander  l)ilden,  (f.  und  der  dadurch  bestimmte  gegen- 
überliegende Winkel  ?/>,  so  ist  der  Inhalt 

F  =  I  ah .  sin  ff  -j-  1  ce .  sin  ip ( i ) 
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Da  nun  aber  die  Winkel  ^,  p  voneinander  abhängen,  so 
müssen  wir  noch  eine  Bedingungsgleicliung  für  sie  suchen. 
Heisst  die  ihnen  gegenüberliegende  Diagonale  k,  so  haben 
wir  aus  dem  einen  Dreieck  k-  =  er  -\-b-  —  2ab  cos  ^,  und  aus 
dem  andern  k'^^c^  -\-e-  —  2ce  cos  tp.     Daher 

a-  +  h-  —  2aJ)  cos  g)  =  c-  -f  e-  —  2ce  cos  t^ ( 2 ) 

Statt  tp  zu  eliminieren,  was  weitläufig  sein  würde,  ver- 
fahren "wir  nach  der  gegebenen  Regel  und  eliminieren  dip. 
Aus  (1): 

dF  =  ah  cos  (p .  dq) -\~  ce .  cos  ti) .  dip  =  Q ( 3 ) 

und  aus  (2): 

ah  sin  g: .  dg:>  —  ce  .  simp .  dip  =  0 ( ^ ) 

(3)  mit  sin^  und  (4)  mit  cost^  multipliziert  und  addiert, 
ab  (cos  g)  sin  t/»  -f-  sin  <p  cos  ip) .  dxp  =  0, 
sm  (^  +  tp)  =  0, 

Das   gesuchte  Viereck   ist   also,   als   Maximum,   ein   Sehnen- 
viereck.   Von  einem  Minimum  kann  hier  nicht  die  Rede  sein. 
Um  die  Winkel  zu  bestimmen,  hat  man  jetzt  aus  (2),  in- 
dem cos^  =  —  cos^  (weil  ip  =  180^  —  <p): 

a-  —  c-  -\-  h-  —  e- 

COS  (f  = 7 . 

^  2  [cih  -f-  ce) 

189. 

Nach  diesen  zur  Vorbereitung  erst  vorausgeschickten  spe- 
ziellen Fällen  wollen  wir  jetzt  die  etwas  subtile  Theorie  der 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen  im  allgemeinen 
betrachten. 

Sei  zuerst  u  eine  Funktion  von  beliebig  vielen  unab- 
hängig veränderlichen  Grössen  x,  y,  z ,  in  Zeichen : 

u  =  tp  [x,  ij,  z,  t....) 

so  ist  bekanntlich  für  jedes  Maximum  oder  ^linimum  dieser 
Funktion 

"-(i:)"^+(S)"^+(l)"'-+-— 
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Ferner  ist  bekannt,  dass,  um  die  allg-emeine  Bedingung 
du  ==.  0   zu   erfüllen,   jeder   Koeffizient   der   Differentiale   dx, 

dy, für  sich  Null  sein  muss,  f^j  =  0,  (y-)  =  0  ^^^C- 

Wir  erhalten  also  ebenso  viele  Bedingungsgleichungen,  als 
unabhängig  veränderliche  Grössen  vorhanden  sind.  Hieraus 
können  mithin  die  unbekannten,  aber  bestimmten  Werte  der- 
selben, welche  sie  in  den  Zuständen  der  Maxima  und  Minima 
haben  müssen,  abgeleitet  werden. 

Wären  nun  aber  in 

u  =  (p{.T^y,z^t....) (i) 

die  Grössen  x,  y,  z...  nicht  alle  absolut  veränderlich,  son- 
dern voneinander  abhängig,  so  müssen  sich  solche  Abhängig- 
keiten durch  Gesetze  oder  Funktionen  darstellen  lassen.  Wäre 
z.  B.  die  Veränderung  des  ij  durch  die  des  x  bestimmt, 
y  =  f{x\  so  könnten  diese  beiden  voneinander  abliängig  ver- 
änderlichen Grössen  x,  y  nur  für  eine  absolut  veränderliche 
Grösse  gelten  und  als  solche  in  die  Funktion  (1)  eintreten. 

Wenn  daher  in  der  Funktion  u^  die  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  gemacht  werden  soll,  veränderliche  Grössen 
so  voneinander  abhängen,  dass  die  eine  aus  der  andern  be- 
rechnet werden  kann,  so  müssen  wir  erst,  um  die  wirklich 
absolut  veränderlichen  Grössen  zu  erhalten,  Substitutionen 
vornehmen,  d.  h.  die  abhängig  veränderlichen  Grössen  durch 
diejenigen,  von  welchen  sie  abhängen,  ausdrücken,  was  dann 
zuletzt  auf  einen  Eliminationsprozess  zurückkommt.  Wäre  z.  B. 
u=^(p{x,y,z,t')  und  ausserdem 

gegeben,  mit  der  Forderung  ii  zu  einem  Maximum  oder  Mini- 
nnim  zu  machen,  so  haben  wir  offenbar,  statt  vier  absolut 
veränderliche  Grössen,  nur  noch  zwei,  denn  f  kann  z.  B. 
durch  z  und  y  wiederum  durch  x  und  z  ausgedrückt  werden 
und  wir  müssen  diese  Substitutionen  in  der  Funktion  u  vor- 
nehmen, wenn  die  ausserdem  gegebenen  zwei  Bedingungen  mit 
erfüllt  werden  sollen. 

Oftmals  ist  es  nun  aber  nicht  leicht,  wenn  niclit  gar  un- 
möglich, die  abhängig  veränderlichen  Grössen  zu  eliminieren 
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(wenn  z.  B.  die  Beding-ungsgleichimgen  über  den  zweiten  Grad 
hinausgehen  oder  transscendent  sind).  Für  diesen  Fall  teilte 
uns  Gauss  bei  einer  gewissen  Veranlassung  im  Jahre  1829 
folgendes  leichte  Verfahren  mit: 

190. 

Es  sei  wieder 

tp{x,y,...:)=^0, 
f{y,t,....)  =  0, 

F(x,^,....)  =  Q, 

wo  ip,  f,  F, die  Bedingungsgieichungen  ausdrücken. 

Es  ist  auf  den  ersten  Blick  klar,  dass  wenigstens  eine 
Bedingungsgleichung  weniger  als  absolut  veränderliche  Grössen 
gegeben  sein  niuss,  denn  wären  ebenso  viele  vorhanden,  so 
würde  jede  der  absolut  veränderlichen  Grössen  aufhören,  ver- 
änderlich zu  sein;  sie  erhielten  alle  bestimmte  Werte  und  u 
selbst  wäre  mithin  unveränderlich.  Von  einem  Maximum  oder 
Minimum  könnte  alsdann  nicht  die  Rede  sein. 

Statt  nun  die  abhängig  veränderlichen  Grössen  zu  elimi- 
nieren, wird  es  schon  viel  bequemer,  wenn  wir  sämtliche 
Gleichungen  erst  so  dilferentiieren,  als  ob  die  Grössen  alle 
absolut  veränderlich  wären: 

du  =  (^]  dx  4-  {^]  dv  -\-  {^\  ch  -^. . .  .  =  0 


dx 
dtp 
dx 

df 
dx 


dx 

+(|) 

"M^h 

'  + 

dx 

+©■ 

"y  +  {^> 

+■ 

dx 

äy  +  {'^^ä. 

■  + 

=  0*) 
=  0 


und  nun  erst  die  abhängigen  Difierentiale  eliminieren.  Allein 
auch  jetzt  noch  würde  der  Eliminationsprozess  sehr  beschwer- 
lich werden  und  im  allgemeinen  höchst  komplizierte  Resultate 
geben.    Durch  folgenden  Kunstgriff  aber  gelangt  man  auf  eine 


*)  Die  Differeutiale  derjenigen  veränderlichen  Grössen,  welche  in 
einer  Bedingungsgleichung  nicht  vorkommen,  stehen  in  der  entsprechen- 
den Differentialgleichung  nur  formell. 
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ebenso  leichte  als  elegante  Weise  zu  den  Relationen,  welche 
unter  den  veränderlichen  Grössen  für  den  Zustand  eines  Maxi- 
mum oder  Minimum  stattfinden  müssen. 

Da  das  Dilferential  einer  jeden  Bedingung  Null  ist,  so  ist 

es  erlaubt,  jedes  noch  mit  einer  neuen  Unbekannten,  A,  X 

zu  multiplizieren,  und  dann  alle  zu  der  Fundamentalgleichung 
hinzu  zu  addieren,  nämlich 


}! 


du 
dx 

dip\ 
dx) 
dl 
dx 


dx^ 


du 
dy 

\dij 
df 
dy 


dy  + 


du\ 

dy) 
d 
dl 
dz 


fZ^+..  =  0, 


und  indem  wir  nun  jeden  Koeffizienten  der  Difterentiale  =  0 
setzen,  erhalten  wii'  so  viele  Gleichungen,  als  veränderliche 
X,  1/,  z vorhanden  sind,  nämlich 

(du\ 
\dxJ 

(du\   ,    .  ,  ..„. ,   ,,,,..,,,.„,  w^  ,   ,  ^  .  , 

(0 


+  / 


S+>-'(l-)+-(S+- 

..  =  0 

a+43+^"(i)+- 

.  =  0 

f)+4l)+^"(:^)+- 

..  =  0 

Da  ausser  diesen  Gleichungen  nun  aber  auch  zu  gleicher  Zeit 
den  Hedingungsgleichungen 

xf)  (x,  y  ....)  =  0  ■ 

A?/,^...)  =  o^ (2) 

F  (.r,  ^  .,..)  =  0 


Genüge  geleistet  werden  muss,  so  ergeben  si(;h  aus  der  Kom- 
bination der  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  gesuchten  Grössen. 
Man  eliminiert  zuerst   die  Grössen  ;.,  / ,   deren   absolute 


konstant  (=0)  sind, 
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Werte  wir  nicht  zu  kennen  brauchen.*)  Verbinden  wir  da- 
rauf die  restierenden  Gleichungen  mit  den  Bedingungsglei- 
chungen (2),  so  bestimmen  sich  auch  die  Werte  der  veränder- 
lichen Grössen  x,  y,  ^, ,  welche  allen  Forderungen  ent- 
sprechen. 

Wir  sehen  hieraus  mit  einem  Blick  auf  die  vorgelegte 
Frage: 

,  ,        .       max.  \       ...        , 

9)  (x,  ?/,  ^,  f,  ....)  =  ^^^.^^    j,  wahrend 

^  (^r  y^  ■•■)' 

F(a:,^- ....) 

dass  es  einerlei  ist,  ob  wir  für  (p  (ic,  ?/,  ^,  f, )  das  Maximum  oder 

Minimum  suchen,  während  wir  ?/;  (x,  y, . . .) ,  f[y,t...)  etc.  als 
konstant,  oder  als  gegebene  Bedingungen,  die  zugleich  mit  er- 
füllt werden  sollen,  betrachten,  oder  ob  wir  für  irgend  eine 

der  Funktionen  xp{x,y, ),  f{y, t...)  etc.  das  Maximum  oder 

Minimum  suchen  und  dagegen  die  übrigen  als  konstant  be- 
trachten. In  der  That  lassen  sich  alle  Aufgaben  dieser  Art, 
wo  die  Maxima  oder  Minima  einer  Funktion  mehrerer  ver- 
änderlichen Grössen  gesucht,  dabei  aber  zugleich  Neben- 
bedingungen erfüllt  werden  sollen,  von  zwei  verschiedenen 
Seiten  betrachten.     (Siehe  §  105,  Anmerkung.) 

Es  ist  nämlich  ganz  einerlei,  welche  Funktion  wir  als 
konstant  ansehen  und  für  welche  wir  ein  Maximum  oder 
Minimum  suchen  wollen.  Die  Verhältnisse  der  unbekannten 
Grössen  zu  einander  werden  in  beiden  Fällen  dieselben  sein, 
und  nur  von  der  Wahl  der  Konstanten,  welche  wir  den  Funk- 
tionen gleich  setzen,  hängt  es  allein  ab,  ob  wir  in  beiden 
Fällen  identische  Werte  erhalten  sollen.  Ein  bekanntes  Bei- 
spiel mag  dies  erläutern!    Man  soll  die  Höhe  und  Grundlinie 


*)  Giebt  es  bloss  eine  Bedinguugsgleichung  if'  {x,  y  . . . .)  =  0,  so  sind 
die  Gleichungen,  aus  denen  man  A  eliminieren  kann: 

\dxJ  \dxJ  /(iu\       /du\       fdu\ 

^du\  (d\p\  _  ^  \dxJ  __\dyJ  ^\dz/  _ 

\dyJ~^     \dy)~     '  ~     ~  T??\~  T^~  T^~  "  " 
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des  Cylinders  angeben,  der  bei  gegebenem  Inhalte  =a  die 
kleinste  Oberfläche  hat.  Hier  wird  man  dasselbe  Verhältnis 
zwischen  Höhe  und  Grundlinie  finden,  wenn  man  die  Aufgabe 
so  ausspricht:  Man  soll  die  Höhe  und  Grundlinie  eines  Cy- 
linders finden,  der  bei  gegebener  Oberfläche,  =  F,  den  grössten 
Inhalt  hat,  und  so  bei  allen  Fragen  dieser  Art.  (Vergl.  Moigno's 
(Cauchy's)  seizieme  legon,  aus  welcher  wir  folgendes  Beispiel 
nehmen.) 

191. 

Aufgabe.    Man  suche  die  Werte  von  ic,  y,  z,  für  welche 

II  =  ax -\- Inj  -\^  cz ,  —  ( 1 ) 

ein  Maximum  wird,  und  für  welche  zugleich 

^^  +  ?/-^  +  ^^-r^  =  0 (2) 

Auflösung.     Man  hat  hier 

du  =  adx  -\-  bdy  -{-  cdz  =  0, 

}jxdx  -\-  Xydy  -|-  )^dz  =  0, 

a-\-Xx=.0,  , 

n  h  f 

h-^Xy  =  Q,     -^  =  -  =  -  =  v  (§  1^^'  2-  ^^^^^•)- 

c  +  ;i^  =  0,  X       y       z 

.        a        &    /.  ,   ,  hx 

Aus  —  =  —  folgt  ?/  =  — 

X       y  a 


?> 


a        c  cx 

X       z      ''''  a 


Dies  in  (2)  substituiert,  kommt 


ar 


er 

^"Va^  +  i^  +  c^' 

192. 

Aufgabe.   Man  verlangt  die  Werte  von  x,  y,  z,  für  welche 

M  =  .X^  +  ./-f^2 (1) 

ein  Minimum  und  zugleich 

ax -\- by  -\-  rz  ^^  ]i ( 2 ) 
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Auflösung.     Man  hat  hier 

du  =  xdx  -\-  ydy  +  zdz  =  0, 
Xadx  -\-  Xhdy  -|-  Xcdz  =  0. 

Hieraus  folgt  —  =  ^  =  —  und  y^  — ;  ^  =:  — , 
a       b        c  a  a 

ak 


a'  +  &2  +  c2' 

^^A- 

a-  +  i^  +  c2' 

ck 

a^  +  ft^  +  c^' 

_          ^' 

a'  +  &^  +  c- 


Zweiter  TeU. 

Integral  -  Rechnung, 


,Die  Analysis  des  Unendlichen  ist  deshalb  von  so 
grosser  Anwendbarkeit  in  der  Natunvissenschaft ,  weil  in 
der  Natnr  sich  beständif,'  der  Charakter  des  Unendlichen 
offenbart."'  Leibniz. 


Einleitung. 

193. 

JJie  Integralrechnung  ist  in  rein  formeller  Hinsicht  ge- 
rade das  Umgekehrte  der  Differentialrechnung.  Denn  ab- 
gesehen von  den  mancherlei  Anwendungen  der  Differential- 
rechnung, welche  zusammen  den  eigentlichen  materiellen  Be- 
griff derselben  bilden,  ist  ihr  nächster  Zweck  von  einer 
gegebenen  Funktion  einer  veränderlichen  Grösse  das  Diffe- 
rential dieser  Funktion  anzugeben.  So  ist  z.  B.  von  x^  das 
Differential  =  5a;^rfa;.     In  Zeichen:  d .  x^ ^=  bxhlx. 

Umgekehrt  ist  nun,  nacli  dem  ersten,  rein  formellen,  vor- 
läufig noch  alle  Anwendungen  ausschliessenden  Begriff  der 
Integralrechnung,  ihr  nächster  Zweck:  zu  einem  gegebenen 
Differential  einer  veränderlichen  Grösse  die  zugehörige  ur- 
sprüngliche Funktion  zu  finden,  welche  dann  das  Integral  des 
gegebenen  Differentials  heisst.  So  ist  z.  B.  x^  das  Integral 
von  hxHx. 

Um  anzudeuten,  dass  das  Integral  zu  einem  Differential 
gesucht  Averden  soll,  ist  von  Leibniz  das  Zeichen  /  gewählt, 

Lübsen.  IiifiDifesimal- Rechnung.    7.  Aufl.  J4 
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welches  man  vor  das  gegebene  Differential  setzt.    So  ist  z.  B. 

Da  sich  Differential  und  Integral  offenbar  gegenseitig  auf- 
heben müssen,  so  ist  z.  B.  das  Differential  von  fhxHx,  also 
auch  von  hfx^dx  =  hxHx,  allgemein  d.ff{x)dx  =  f{x).  Ebenso 

fd[f{x)]  =  f{x). 

194. 

Nach  Leibnizens  Anschauung  bedeutet  das  Wort  In- 
tegral soviel  als  Summe  einer  unendlichen  Reihe  unendlich 
kleiner  Grössen  und  das  Zeichen  /  das  Summierungszeichen. 
Wir  werden  später  bei  der  Anwendung  der  Integralrechnung 
zeigen,  dass  man  in  vielen  Fällen  das  Integral  eines  Diffe- 
rentials wirklich  als  eine  Summe  betrachten  kann.  Vorläufig 
aber  muss  der  Anfänger  sich  an  den  engen  Begriff  halten 
und  unter  Integral  nichts  anderes  verstehen,  als  die  zu  einem, 
gegebenen  Differential  gehörige  Funktion,  welche  also  diffe- 
rentiiert,  das  gegebene  Differential  wiedergiebt.  Erst  müssen 
wir  wenigstens  einige  Differentiale  integrieren,  d.  h.  ihre 
Integrale  finden  können,  bevor  wir  Anwendungen  machen,  den 
Nutzen  der  Integralrechnung  zeigen  und  so  nach  und  nach  zu 
ihrem  erweiterten  (materiellen)  Begriff  gelangen  können, 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass,  obgleich  wir  jede  Funk- 
tion zu  differentiieren  wissen,  wir  jedoch,  strenge  genommen, 
nicht  auch  umgekehrt  jedes  Differential  integrieren  können, 
und  in  solchen  Fällen  uns  immer  mit  einer  Annäherung  be- 
gnügen müssen,  sowie,  vergleichsweise,  wir  wohl  jede  Zahl 
potentiieren,  nicht  aber  umgekehrt  aus  jeder  Zahl  eine  Wurzel 
ziehen  können,  weil  ja  die  meisten  irrational  sind. 

195. 

Zunächst  merke  man  sich  die  aus  den  in  der  Differential- 
rechnung (§31)  aufgestellten  Differentialformeln  sich  von  selbst 
ergebenden  sogenannten  Integrationsformeln,  die  man  im  Ge- 
dächtnis behalten  muss.    Diese  sind  nämlich: 


(x-dx  =  ^  3.    (a^dx=^' 

J  w+1  J  l 

2.    le^dx^e"^  4.      —  =  lx 
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5.  \cosxdx  =  sinx  8.    j  .  ^   = — ^cota; 

sm-a; 

6.  \Bmxdx=^  —  cosa;  9.    I  —  =^  arc  sin  x 


igx  10.      — -j — 5  =  arc  ig  x. 


Vi — X- 

dx 
cos-ic       ^"^  ""■    ]l-\-x'^ 


196. 

Zu  vorstellenden  zehn  Fundamentalformeln  haben  wir  noch 
ein  paar  Bemerkungen  zu  machen. 

1.  Nach  der  ersten  Formel  muss  man,  um  das  Integral 
fx^dx  zu  erhalten,  zu  dem  Exponenten  m  eine  Einheit  addieren 
und  dann  die  neue  Potenz  .x "  "^  ^  durch  den  neuen  Exponenten 
m  +  1  dividieren.    So  ist  z.  B. 

ic*      C^.         X  „I      r_4.  x~^^^  3 

—  -hX 


Vx^dx  =  ^ ;     ^dx  =  ^        ^  1^"' ;   U  "*f^^  ^ 


-4  +  1 

Diese  Eegel  gilt  (den  einzigen  Fall,   wo   w  =  —  1   ist, 

ausgenommen)  für  alle,  ganze  oder  gebrochene,  positive  oder 

negative,  Exponenten.     Der  Fall,  wo  m  =  —  1  ist,  führt  auf 

die  vierte  Fundamentalformel. 

/*  ^dx 

Es  ist  nämlich    Lc~Va7=   —  =  lx.     Die    übrigen  neun 

J  J  ^ 

Formeln  sind  aber  ganz  allgemein  gültig.] 

2.  Es  ist  leicht  einzusehen,  weil  es  schon  aus  den  Diffe- 
rentialformeln (§31)  folgt,  dass  man  einen  konstanten,  unter 
dem  Integrationszeichen  stehenden  Faktor  immer  vor  dasselbe 
setzen  kann.     So  ist  z.  B. 


a  cos  xdx  =  a .    cos  xdx  ==  a .  sin  x. 


Ax^dx  =  4 .  I  xhlx  ==  4  •  —  =  f  ic*, 


3.   Da  die  Differentiale  zweier  Funktionen,  die  sich  nur 
um  ein  konstantes  Glied  unterscheiden,  vollkommen  gleich 

14* 
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sind  (§  14,  1),  so  ist  klar,  dass  man  jedem  gefundenen  Integral 
immer  eine  ganz  beliebige  konstante  Grösse,  sowohl  mit  dem 
Plus-  als  Minuszeichen  hinzufügen  könnte.     So  ist  z.  B. 

Jedx  =  e\  aber  auch  fedx  =  e  ^C^ 

weil  sowohl  die  Funktion  /,  als  auch  e'^  +  C',  differentiiert, 
das  gegebene  Diflerential  wiedergiebt.  Dieser  Umstand  ist 
auch  noch  in  anderer  Beziehung  zu  berücksichtigen.  Könnte 
man  nämlich  ein  gegebenes  Integral  in  zweierlei  Weise  inte- 
grieren und  wäre  das  nach  der  einen  Art  gefundene  Integral 
vom  andern  nur  um  eine  Konstante  verschieden,  so  hat  man 
hierin  keinen  Widerspruch  zu  erblicken,  da  die  beiden  ge- 
fundenen Integrale  differentiiert  doch  zu  demselben  Ausdruck 
führen  würden,  der  integriert  werden  sollte. 

Da  wir  erst  bei  den  Anwendungen  der  Integralrechnung 
zeigen  können,  was  für  Umstände  die  Hinzufügung  einer  kon- 
stanten Grösse,  +C,  zu  einem  gefundenen  Integral  zuweilen 
erheischen,  so  wollen  wir  auch  bis  dahin,  des  kürzeren  Schrei- 
bens halber,  diese  hier  noch  ganz  überflüssige  Konstante  stets 
weglassen. 

197. 

Nachdem  wir  nun  die  nötigen  Vorbegriffe  über  den 
nächsten,  rein  formellen  Zweck  der  Integralrechnung  voraus- 
geschickt haben,  wollen  wir  nun  zuerst  die  wichtigsten  der 
verschiedenen  Regeln  mitteilen,  welche  man  für  die  Integra- 
tion der  verschiedenen  Differentiale  aufgefunden  hat.  Dass 
es  hier  keine  einzige  allgemeine  Integrationsregel  giebt,  die 
Verschiedenartigkeit  der  Funktionen  vielmehr  verschiedene 
Regeln  hervorruft,  ist  wohl  vorauszusehen.  Aus  diesem  Grunde 
muss  auch,  um  Ordnung  zu  erhalten,  die  Integralrechnung  in 
mehrere  Abteilungen  zerfallen.  Man  wird  übrigens  bald  be- 
merken, dass  fast  die  ganze  Integralrechnung  aus  lauter,  mit- 
unter sehr  feinen  Kunstgriffen  besteht  und  nur  Mathematiker 
ersten  Ranges  hier  etwas  leisten,  sie  erfinden  und  vervoll- 
kommnen konnten. 


Vierzehntes  Buch. 


Die  wichtigsten  und  am  liäuflgsten  Anwendung 
findenden  Regeln  der  Integrab'eclinung. 


I.    Unmittelbare  Integration. 

198. 

Alle  Inte^"ationen,  wenn  sie  mög-lich  sind,  müssen  im 
Grnnde  immer  auf  eine  der  §  195  aufgestellten  Fundamental- 
formeln zurückgeführt  werden.  Bevor  jedoch  dies  geschehen 
kann,  müssen  mit  den  zu  integrierenden  Diiferentialen  oftmals 
erst  Umformungen  vorgenommen,  oder  auch  neue  veränderliche 
Grössen  substituiert  werden. 

Eine  Hauptregel  ist  immer,  jedesmal  erst  genau  zuzu- 
sehen, ob  man  ein  verlangtes  Integral  nicht  unmittelbar  er- 
kennen oder  doch  durch  eine  einfache  Substitution  auf  eine 
der  Fundamentalformeln   zurückführen  kann.     So  sieht  man 

C  dx 
z.  B.  leicht,   dass  =l{l  -\-x)  oder,   wenn   man   eine 

j\  -\-  X 

Substitution   zu   Hilfe   nehmen   will    und    l-\-x  =  u,   mithin 
dx  =  clu  setzt,  dass 

J- — , —  =   —  =  lu^l(l-\-x).    Ebenso  ist 
\  -\-x     ^]  u 

C     dx  1  C    du  1        ,  1        , 

rr-, — ö-Ty  =  —  r— I — s  =  —  arc  tg  M  =  —  arc  tg  ax. 

Hier  wurde  ax  =  Uj  mithin  dx  =  —  -du  gesetzt. 
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199. 

Nach  einiger  Übung  werden  solche  einfache  Substitutionen 
überflüssig.  Man  merke  sich  bei  solchen  unmittelbaren  Inte- 
grationen noch  folgende  spezielle  Fälle. 

1.  Ist,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor  oder 
Divisor,  der  Zähler  eines  Bruches  das  Differential  vom  Nenner, 
so  ist  das  Integral  immer  gleich  dem  natürlichen  Logarith- 
mus vom  Nenner.     So  ist  z.  B. 

— -j-T-ö  =  n7"K'^  +  ^^^)?  oder  wenn  man  a-\-hx^^u,  also 

2hxclx  =  du,  mithin  'xclx  =  ^rj  setzt.l 

Ib 

mxdx        m  Cdu      m  ,         ni  ,  ,     ,   ,   ox 

« +-ft? = äj  ¥ = ä  ^" = 2j '  (" + ''^">- 

_  2.  Besteht  [das  Differential  aus  {zwei  Faktoren,  wovon 
der  eine  eine  Potenz  mit  positiven  oder  negativen  Exponenten, 
und  der  andere  (von  einem  konstanten  Faktor  abgesehen) 
das  Differential  der  Basis  jener  Potenz,  so  ist  das  Integral  gleich 
der  um  eine  Einheit  höhern  Potenz.     In  Zeichen 

I     7     n\r    n  —  1  \ß    r"  Ö3?  J 

a-\-bx).x       =-^—^. — r^rv-. 
bn  (r  -\-  1) 

So  ist  z.  B. 


{{l^-%  =  \^'^—^')   '-x-äx  =  l-(l—x')   ' 


3(1  — a;^) 

oder  auch,  indem  man  1 — x^  =  ii,  mithin  — 3x-dx  =  dii  und 
x'^dx  =  — Idu  setzt, 


jYzi^  =—iy''  'f^^'  =  — i-:i^2+l  =  Hi— «')  \ 


1^^^  =j(l  -  X')- *.  Ä  =  -  (1  -  x^)*. 
3.    Differentiiert  man  ^^ — -,   so   lässt  sich   der  er- 


haltene Ausdruck  leicht  in  das  folgende  Integral  umwandeln: 

j^ja-^hx^dx  (a^i,xy+' 

^nr  +  n  +  l        "  aU  {v  +  l)  x'' ^'■+'^  ' 
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I  ft     I     1)JC    ]  (l'JC 

Hätte  man  also   1-^ — zu  integrieren,  so  würde  stets 

J  xf 

vorstehende  Formel  angewendet  werden   können,   wenn  j)  = 
nr-\-n--{-l  ist. 

4.    Besteht  ein  zu  integrierendes  Diiferential   aus   meh- 
reren durch  -|-  oder  —  verbundenen  Gliedern,  so  muss  man 
natürlich  jedes  einzelne  Glied  integrieren  (§31,  6).    Ist  z.  B. 
y  =  2x^ -^-e"  —  sin x,  so  ist 
dy  =  12x^dx  -\-  e'clx  —  cos  xdx 
und  also  umgekehrt 

/dy  =/(l  2a?"'^  -\-  e''  —  cos  x)  dx, 
y  =f\2x^dx  -\-fe^dx  — /cos  xdx, 
y  =  2x^  -\-e  —  sin  x. 

r  1 4-  ^      7        C     dx       ,    C    ^dx  .  ^  /-z s 

'        •dx=^  -f-  _  =  arc  sin  x  —  yl — x^. 

J  Vl^^^  J  Vi  —x'-      J  Vi  — a:^ 

^  r(sin'^x+cos^^x)  ^^  _  r/_l^  ^J\dx  =  (-^  +  (4^  =  tgx-ctx. 
'X      I   sin'-x .  cos-a;  I  \cos-a;       sm-xj  I  cos-sc      |  sin-x 


(Zic 


200. 

Aufgabe.     Man  suche  folgende  Differentiale,   ohne  Sub- 
stitution, unmittelbar  zu  integrieren. 

dx  adx 

V^^^P' 

VÖ^^^' 
9.   Ix-"^^, 

X 

xdx 


1. 

37 —  a' 

2. 

<ia? 

(x  —  af' 

3. 

dx 

4. 

e"-\?a:. 

5. 

e--""rfx. 

6. 

cos  axdx, 

Va^  +  ic^' 
11.    («  +  hx)-dx, 


1 2.    (a  +  hx  +  rjr )  ^ .  (J  +  2cx)dx. 
Auflösung.     Man  findet  leicht,  dass 

s-m  +  l 

'(^,^_rt)'«~"  — m  +  1     ' 
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Ja"  -\-x^       a  a  j  a 

4.      e'^'dx  =  —  e"'\  6.      cos  axdx  =  ~  sin  ax, 

J  «  y  a  ' 

f     adx  .    X 

7.  r  =aarcsin—  , 

8.  a  (a-  —  ic-)    "  .  a^cte  =  —  a  {a^  —  x^) " , 

9.  J(te)-^  =  i(?:ryM§  199,2), 
10.      [{a"  +  .x-r"^'x6^x  =  VrtM^, 

e.' 

11.  r(a+?.#..7x^^"'+^^'>' 


3/;       ' 

1 2.      I  («  +  hx  +  f.«-)"^"  (6  +  2ot)  c^a:  =  f  (a  +  &x-  +  cx"^ . 


Das  Integral  No.  11  findet  man  anch  so: 
J{a  +  hxfdx  =/{a-  -|-  2abx  -f-  /r:c'^)  6?ic  =  a"x  -\-  abx-  -\-  -^b'^x^. 
Dies  Integral  ist  von  dem  in  11  angeführten  nur  in  der 

a^ 
Konstante  -^  verschieden  (s.  §  196). 

II.    Teilweise  Integration. 
201. 

Ein  sehr  fruchtbarer  Kunstgriff,  um  Integrale  zu  finden, 
besteht  in  der  sogenannten  teil  weisen  Integration.  Um 
zu  zeigen,  was  man  hierunter  zu  verstehen  hat,  seien  F  (x) 
und  f{x)  zwei  beliebige  Funktionen  von  x.  Differentiiert  man 
das  Produkt  derselben,  so  hat  man  (§  31,  6) 

d .  [F  {x) .  f{x)\  =  fix) .  F'  (x)  dx  +  F  (ic) .  f  {x)  dx*) 

*)  Bezeichnet  man  die  eine  Funktion  von  x  der  Kürze  halber  mit  u, 
die  andere  mit  v,  so  hat  man,  leichter  zu  überblicken: 

d{u  .  v)  =  V  .  (lu-\-  u  .  dv, 

UV  =/v  .  du  ~\-/u .  dv, 
fiK .  dv  =  u  .V , — fv  .  du. 
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und,  wenn  man  beiderseits  \\deder  integriert  und  beachtet, 
dass  die  Zeichen  /  und  d  sich  aufheben,  so  folgt  aus  obiger 
Gleichung  (§  199,  3) 

F  {x) .  f{x)  =ff{x) .  ¥'  {x)  dx  rf /F  ix) .  f  {x)  dx 
und  hieraus,  diu'ch  Umsetzung  der  Glieder 

/F  {x) .  f  {x)  dx  =  F  {x) .  fix)  —/fix) .  F'  ix)  dx, 
in  Worten:  Kann  man  ein  zu  integrierendes  Differential, 
F  ix)  f  ix)  dx,  in  zwei  solcher  Faktoren  F  ix) .  f  ix)  dx  zer- 
legen, von  welchen  der  eine  f  [x]  dx  integrabel  ist,  so  ist,  wie 
vorstehende  Gleichung  lehrt,  das  Integral  von  ¥ix).fix)dx 
gleich  dem  ersten  Faktor  F  (a?),  multipliziert  mit  dem  Integi'al 
des  zvs^^it^w  ff  (x)dx  =  fix),  weniger  dem  Integral  aus  dem 
gefundenen  Integral,  fix),  multipliziert  mit  dem  Differential 
vom  ersten  Faktor  d .¥ ix)^¥' ix) dx.  Lässt  sich  nun  dieses 
neue  Integral //"(.r).F'(a7)fc  finden,  wie  es  oft  der  Fall  ist, 
so  hat  man  offenbar  auch  das  eigentlich  verlangte  Integral, 
und  dies  ist  es,  was  man  unter  teilweiser  Integration  versteht. 

Beispiel. 

fxedx  =^Jx .  edx  ^x  .e  — f^ .  dx  =  xe^  —  e^. 
Es  ist  mithin /xe'dx=^e'^(x — 1).    Hier  war  nach  der  kurzen 
in  der  Note  angegebenen  Formel  u  =  x  und  dv  =  e'dx.   Ebenso 
findet  man  /cos x . xdx  =  x.siD.x-\-  cos x.     Es  ist  nämlich 
/cos  X .  xdx  =/x .  cos  xdx = x .  sin x  — /sin x.dx  =  xsin.x-\-cosx. 
Hier  war  u=x  und  dv  =  cos  xdx. 

Zusatz.    Wie  der  Augenschein  lehrt,  lässt  sich  derselbe 
Satz  auch  schreiben: 

ff  ix) .  <f  ix)  dx  =  fix)f(p  ix)  dx  — J\df{x)f(p  {x)  dx\. 

202. 

Es  kann  vorkommen,  dass  man  die  teilweise  Integration 
mehrmals  wiederholen  muss.     So  ist  z.  B. 

fx-.  cos  xdx  =  x^.  sin  x  — /sin  x .  2xdx,  oder 

/x-.  cos  xdx  =  rK-.  sin  x  —  2/» .  sin  xdx (  i ) 

Wiederholt  man  die  teilweise  Integration  mit  dem  zweiten 
Gliede  rechter  Hand  der  Gleichung  (1),  so  hat  man 

fx .  sin  xdx  =  x .  ( —  cos  x)  -j-/cos  xdx ( 2 ) 

/cos  xdx  =  sin  a? ( 3 ) 
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Aus  diesen  drei  Gleicliungen  hat  man  leicht  folgende  drei  ge- 
ordnet untereinander: 

yic-  cos  xdx  =  X-  sin  x  —  2/x  sin  xdx, 

—  2  ./x  sin  xdx  =  2x  cos  x  —  2/cos  xdx, 

—  2  ./cos  xdx  =  —  2sin  x, 

und  aus  der  Addition  derselben  ergiebt  sich 

ßc^  cos  xdx  =  x^  sin  a?  -[-  2a^  cos  ic  —  2sin  x. 

203. 

Aufgabe.     Man  versuche   folgende   Differentiale   durch 
teilweise  Integration  zu  integrieren: 

Ix 
1.    Ix.dx:       2.   —dx:       3.    arctga:^: 

X 

4.   arcsinic^Za;;       5.   arccosic^o;;       6.   x"^lxdx. 
Auflösung.     ]\ran  findet  hier 

1.  llxdx'^lx.x — Ix  —  =^x(lx — 1), 

2.  \Ix =^lx.lx  —  llx  — , 

J         X  J         X 

und,  wenn  man  das  Integral  rechter  Hand  mit  dem  gleich- 
namigen linker  Hand  vereinigt, 

2\lx  —  =  (lxY,  also 
J        ^ 


I' 


ly;."±  =  ^{Jixf. 


X 


3.  arc tg xdx  =  arc io^x .x  —  \-   ,     <> » 
J  Jl  +  ^ 

arc  tg  xdx  =  x  arc  tg  ic — -H  ( 1  -f-  3?'). 

C       ■      -,  .  C    ^dx 

4.  arc  sm  a^aa^  ^  arc  sm  ic .  rr  —     , 

J  Jvr=^ 

arc  sin  xdx  =  x .  arc  sin  a:  -|-  ( 1  —  x-f 
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Ix . x\lx  =  Ix ■       ,   .,-  —  _   1        x^dx, 


J' 


l'tX'    •   «A/       (AjtAy   ■ 


W?  -j-  1  (7W  +  1)-  * 


III.    Integration  rational  gebrochener  Funktionen. 

204. 

Bei  den  gebrochenen  rationalen  Fnnktionen  können  wir 
immer  annehmen,  1.  dass  Zähler  und  Nenner  keinen  gemein- 
schaftlichen Faktor  haben,  weil  man  diese  gegeneinander  auf- 
heben kann;  2.  dass  die  gebrochene  Funktion  eine  echt  ge- 
brochene ist,  weil  man  sonst,  durch  Division  mit  dem  Nenner 
in  den  Zähler,  die  ganze  Funktion  erst  herausziehen  kann. 
Die  Aufgabe  kommt  also  darauf  zurück,  eine  echt  gebrochene 

fix) 
Funktion  i~r-dx  zu  integrieren.    Dieses  ist  aber  (im  allge- 

F{x) 

meinen)  nur  dann  möglich,  wenn  sich  die  gebrochene  Funktion 
in  Partialbrüche  zerlegen  lässt,  deren  Nenner  Formen  ersten 
oder  zweiten  Grades,  oder  auch  Potenzen  davon  sind,  und  deren 
Zähler  konstant  oder  Formen  ersten  Grades  sind.  Die  Regeln, 
eine  gebrochene  Funktion,  wenn  möglich,  in  die  erwähnten 
Partialbrüche  zu  zerlegen,  sind  in  der  Analysis  §  140  erklärt, 
und  müssen  hier  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 

205. 

ffx) 
Ist  die  Zerlegung  der  gebrochenen  Funktion  .^—z  in  Par- 

ö     ö  o  !•  [x] 

tialbrüche  möglich,  so  hat  man  nur  eine  Reihe  von  Brüchen 
zu  integrieren  und  die  Summe  dieser  Integrale  ist  dann  das 
Gesuchte.  Den  einzigen  Bruch  ausgenommen,  welcher  eine 
Potenz  von  x^-\-px~{-q  zum  Nenner  hat,  und  besonders  be- 
trachtet werden  muss,  findet  man  die  Integrale  der  übrigen 
unmittelbar  nach  den  Fundamentalformeln  (1)  und  (4)  (§  195). 

206. 

Aufgabe.     Man  suche  folgende  angedeutete  Integrale: 

f    7a; +  24  f         24 

1-  J^qr3^iri8-^^5       ^-  J^3^_i8'^5 
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f    dx  fa;=^  +  8a:--|-4a;  — 66 

Cx^  —  Qx'-\-\hx  —  2 

^-  J    (a:_2;f(x  +  2) 

Auflösung.     Man  hat  hier  (Analysis  §  141,  etc.) 


,     C{lx^2^)dx       rf  Mx     .     2fte  N       .,,        ox  I  07/     1  p^ 


2. 


eF' 


24(Za;  T/",       dx         ,,      tZa; 


+  3x— 18     j\^   x  — 3      ^'ic  +  6 
(Z(x— 3)  — ?(^  +  6)) 


a?  -|-  6        Vx  -}-  6> 
Jft-  —  Ä-      2aJ\a  +  *  '   a  —  xj      2a\  ) 


1  ,  /a  +  x\ 1  ,  a  —  X 


J    (^-2)% 


2a    \a  —  ic/  2a   a-|-a?' 

^^^x-m  r/  70^  +  24    \  .   (Anal 

3^— ^g—. r?x-J^x+5  +  ^^-p3^— -^gjfteg  141) 

^x-  +  5a;  +  2?  (ic  +  ö)  +  5Z  (a;  —  3) ; 

-6x^-i-lBx—2   ,        f/    f?a7     ,     Sdx  \     ,.    ,  ^n    ./      o^-^ 

^ — —--—dx=^\[ — r^+7 ^r:^,]=l{x-\-2)~Ux-2)     . 

(iC+2)  J\a;  +  2  ^(x— 2)-V       ^    '    ^    ^^        ^ 

Mehr  hierüber  s.  §  327. 

IV.    Integration  der  irrationalen  Funktionen, 

207. 

Im  Verhältnis  zur  Anzahl  aller  irrationalen  Funktionen 
giebt  es  nur  sehr  wenige,  wo  die  Integration  derselben  direkt 
möglich  ist.     Unter  diesen  wenigen  sind 

und 


Va-\-bx-\-  cx^  'Va-\-hx  —  cx- 

in  denen  sowohl  der  Potenz-,  als  auch  der  Wurzelexponent 
die  Zahl  2  nicht  überschreitet,  die  wichtigsten,  und  nur  diese 
beiden  werden  wir  hier  integrieren. 
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1.  Um  die  erste  Funktion  zu  integrieren,  ist  es  am  besten, 
die  Wurzelgrösse  durch  Einführung  einer  neuen  veränderlichen 
Grösse  erst  rational  zu  machen.     Setzt  man  zu  dem  Ende 


Va  -\- hx -\-  cx^  =  71  —  xVcy  so  hat  man 

a -{-hx-\- ex-  =  ir  —  2ux'Vc -}- ex-,  oder  also  a -\- hx^=u- — 2uxVc, 

hieraus  (durch  Differentiieren) 

hdx  =  2ndu  —  2a?Vc .  du  —  2u^/c .  dx,  mithin 

{b  +  2iiVc)  dx=2  {u  —  xVc)  du, 

dx                2du 
—  = — ,  also,  wenn  man  für  u, — xVc  seinen  Wert 

ti — XV  c      b-\- 211^0 

substituiert  und  integriert 

dx  du 


'Va-\-bx-\-  ex-      \b  -f-  kVc  ' 
dx  C      du  1 


C      du  1     ^  .     ,     ,     , 

=  — -  =  --.?(nVf-  +  .V&). 

JU  +  uVc      Vc 


Va-\-bx-\-  ex-     J  |&  +  uVc      Vc 
oder  für  u  seinen  ^Vert  x'Ve-\-Va-\-bx-\-cx-  gesetzt: 

(0  L     ,f  ,       ^  =  ^-lUb^cx  +  Ve.Va  +  bx  +  exA 
J  va-\-bx-\-  ex-      ye     \  / 

2.  Das  Integral  der  andern  Funktion  könnte  man  eben- 
falls durch  Eationalmachen  derselben  finden.  Man  tliut  aber 
jetzt  besser,  das  Trinom  in  ein  Binom  zu  verwandeln.  Man 
setze  deshalb 


setzt  man  noch  a-{-  -=m-  und  xVc =  ?«,  mithin 

dx  =  ~-  du,  so  hat  man 

VC 


C  dx  1   r      du  1 

,-- =  — -      ,  =  -—  arc  I 

iya-\-bx  —  ex-      VrJVm^— ^t^      Vc      * 


u 

arc  sin  — 

m 


und,  für  u  und  m  ihre  Werte  gesetzt, 

,  .   C  dx  1  .      2cx  —  b 

( 2 )    --===:  =  —  arc  sin  -  ^ - 

j\a-\-bx  —  cx^      \c  V 4a6' -{-  h' 


f 
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Nach,  diesen  beiden  Formeln  (1)  und  (2)  hat  man  z.  B. 


VaF^x- 


h 


dx                   .    2x  —  a                 a  —  2x 
=  arc  sm =  arc  cos . 


Vax  —  x'^ 

Wäre  in  beiden  Formeln  c  =  0,  so  hat  man  unmittelbar 
nach  der  Fundamentalformel 

Va  +  hx     J  b^   ^     ' 

Ergänzungen  s.  §  334. 

V.   Integration  der  Exponential-  und  logarithmischen 

Funktionen. 

208. 

Nur  in  wenigen  Fällen  gelingt  die  Integration  solcher 
Funktionen  durch  Substitution  oder  durch  teilweise  Integration. 
Man  hat  z.  B. 

I  I  X  ljj_i   dx 

x.»     \X   LJL'iÄ/Jü        '  I  vJü .  X   (ajX tX  *  j      ~  j      ~  I X 

n-\-\      n  -j-  1 

X     vt/y(A/iA/  '        I        T"  l   LX 


•n  +  1  V  )^  +  17  • 

2.    |— (^x=  Za? ==z^ii,du, 


—  dx  =  i-u^  =  -J-  (Ix)-. 
X  "  -  V     / 


3.     x^'e''  dx  =  e""  (x^  —  2x^  2).     (§  202.) 


VI.    Integration  der  goniometrischen  Funktionen. 

209. 

Hier  muss  man  sich  zuerst  folgende  sechs  Integrale  merken, 
auf  welche  alle  übrigen  Kreisfunktionen,  wenn  ihre  Integration 
überhaupt  möglich  ist,  zurückgeführt  werden  müssen.  Man  hat 
zunächst 
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1.   \smxcosxdx  =  ^sm-x, 


•-. 


cosa?  ,        ,  . 

ax  =  /  sin  X, 
smic 

'sin  X 
cosa? 


dx  =  —  l  cos  X. 


Diese  drei  Integrale  errät  man  leicht.  Will  man  sie  aber 
durch  einen  kleinen  Kunstgriff  finden,  so  setze  man  in  (1)  und 
(2)  sin (»==?(,  mithin  cos xdx  =  du,  so  ist 

sin  x .  cos  xdx  =  iidn  =  t^-w-  =  ^-sin  '^x, 

— cos  xdx  ^  —  du  =  lu  =  lsmx, 

J  sin  ic  J  t( 


Jcos 


sin  xdx  =  —  I  —  dii^  —  In  ==  —  l  cos  x. 

X  u 


Mehr  Schwierigkeiten  machen  die   folgenden   drei  Inte- 
grationen: 

/*       dx        Csm~x-\-cos-x  T/^sina;       cosa;\ 

■  J sin a:; . cos a; "~J     sin a;.  cos a?  J  Vcosa:;    '   sina;/      ' 


dx  ,  ,    ,   .  -sina^       ,^ 

=  —  t  cos  a;  +  i  sin  a?  =  ^ ==  i  tg  x. 


sm  a? .  cos  a:;  cos  x 


5. =  TT-- — -, r-  ,  setze  Ix  =  w,  mithin  dx  =  2dw, 

J  sm  a;     J  2sin  \x .  cos  \x  '  ^^         ^' 

dcp 


C  dx   _C 

J  sin  a?     J  si 


sm  ^ .  cos  g) 


agf/)  =  agia;. 


Jcosa?     Jsin(f  —  a?)  \4       "  /         °  \4    '   -  y 

210. 

Die  Integrale  der  manchmal  vorkommenden  Funktionen 
sin*^a:;cZx,  cos"'a;(/a?,  findet  man,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist,  am 
leichtesten,  indem  man  die  Potenzen  von  sina;  und  cosa?  erst 
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durch  dieselben  trigonometrischen  Funktionen  von  Vielfachen 
des  Bogens  x  ausdrückt.     So  hat  man  z.  B.  (Analysis  §  96): 

Jcos%<ix^i-(-(cos3.  +  3eos.)..^Asin3.  +  lsi„.. 
Ebenso  findet  man 

Jsi„%.cJ.  =  iJ(cos4.-4co.2.  +  3).<t., 

[  sin  ^x .  dx  =  ^^2  sin  4a?  —  [sin  2a?  -\- 1- ic. 
Eine  andere  Methode  s.  §  339. 

211. 

Mit  vorstehenden  wenigen  Integrationsregeln  lässt  sich 
schon  viel  anfangen  und  wir  wollen  deshalb  auch,  um  den 
eigentlichen  Zweck  und  Nutzen  der  Integralrechnung  zu  zeigen, 
mit  diesen  nötigen  Vorkenntnissen  ausgerüstet,  jetzt  erst  zu 
den  mannigfaltigen  Anwendungen  übergehen.  Diese  müssen 
sich  jedoch  hier  noch  auf  reine  Geometrie  beschränken,  weil 
wir  keine  anderen  Wissenschaften,  wie  Mechanik,  Physik  etc., 
als  bekannt  voraussetzen  dürfen.  Wer  jedoch  die  Anwendung 
der  Integralrechnung  auf  Geometrie  gut  versteht,  der  wird 
auch  leicht  ihre  Anwendungen  auf  andere  geeignete  Wissen- 
schaften verstehen. 


Fünfzehntes  Buch. 


Quadratur  ebener  Flächen. 


212. 

In  der  Analysis  ist  bemerkt,  dass  Leibniz  durch  die 
Betrachtung-  der  Zahlenreihen  auf  die  Erfindung  der  Integral- 
rechnung gekommen,  und  (§  194)  dass  er  ein  Integral  als 
Summe  unendlich  kleiner  Grössen  und  das  Zeichen  /  als  Sum- 
niationszeichen  betrachtet.  Um  nun  diese  für  die  meisten  ernst- 
haften Anwendungen  der  Integralrechnung  höchst  wichtige, 
für  den  ersten  Anfänger  aber  etwas  subtile  Ansicht  zum  Ver- 
ständnis zu  bringen,  möge  erst  folgendes  zur  Vorbereitung 
dienen  und  die  Überzeugung  verschaifen,  dass  man  die  Flächen 
krummlinig  begrenzter  Figuren  nicht  nur  näherungsweise,  son- 
dern oftmals  ganz  genau  bestimmen  kann. 

213. 

Denkt   man   sich    die    krumme   Linie   gezeichnet,    deren 

Gleichung 

y  ==z  aar  -|-  h 

ist,  so  kann  man  nach  der  Grösse  der  Fläche  fragen,  welche 
von  einem  Stück,  niM.,  der  krummen  Linie,  von  den  beiden 
Ordinaten  luA,  ^IF  und  dem  Stück  AP  der  Abscissenlinie  be- 
grenzt wird. 

Sei  A  der  Anfangspunkt  (s.  die  Figur  auf  folgender  Seite) 
der  Koordinaten  und  AP^^.r,  so  ist  durch  diese  gegebene 
Abscisse   und   durch   die  Gleichung   der   krummen  Linie   die 

Lübsen.  lufiiiitesiinal-Kei-lmiiug.    7.  .Vnfl.  Jg 
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Grösse  der  fraglichen  Fläche  z  ge- 
wiss bestimmt.  Bevor  wir  jedoch 
zeigen,  wie  man  sie  durch  Integral- 
rechnung leicht  findet,  wollen  wir  erst 
folgende  Methode  anw-enden. 

Man  denke  sich  die  vom  Anfangs- 
punkt abgemessene  Abscisse  AP  =  ic 
in  >?  gleiche  Teile  geteilt,  so  dass 


A7i  =  lik 


ist,    so    giebt   die   gegebene   Gleichung   der   krummen   Linie, 
w  =  «./■■- -(-&.   Avenn   man   statt   x   nach  und  nach  --x  =  Kii. 


—  x  =  U- 
n 


a^^AP  setzt,  die  Ordinaten 


ch  =  a[  —  xj  -{-h;  ffi 


a\-'X]  +&;...  MP: 


a\  —  x]  -\-  h. 


Multipliziert  mau  die  Ordinate  cli  mit  AJi 


so  er- 


hält  man   das   Rechteck   Ji  cd  A  =  \  ai  —  x]  -\-b  ■  —  :    ebenso 

^    \n    J         J    n 

X 

giebt  ß-,   mit  ]il{  =  —  multipliziert,   das  Rechteck  kfgh  = 


n 


xj-{-b\-—   etc.     Das   letzte   Rechteck   PMsr   ist   = 


ai-^J  +^ 


Die    Summe   aller   dieser   äussern   Rechtecke   ist   gewiss 
gi'össer,  als  die  fragliche  Fläche  z,  in  Zeichen: 


flxV 


\n 


z<  a[  —  ]-\-b\'-+\a{—  U-h 


j   n      L    \n 


X  ^  r  (^x\\  j 


^••4«(fl^^ 


<f  [«fj(l +4  +  9  +  16 +....+  /r) +  "4 


X" 


<a-:Jl+4  +  9  +  16+....  +  »?^   +?.a:. 


Nun  ist  aber  die  Summe  der  n  ersten  Quadratzahlen  (Anal.  §  51) 
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n.n-\-  l .  2n  -\-  1       «"   ,   ir   .    n         .^,  . 
-f-  7)  +  ,v  ,  mitliin 


1.2.3  3    '    2    '    6 

'<''As  + 2  +6) +■''■■'■ 

^<-Ki  +  ^  +  B7,-^)+'"^ f'^ 

Multipliziert  man  dagegen  mit  --    die   erste,   zweite  — 
vorletzte  Ordinate,  so  erhält  man  die  kleinern  Innern  Rechtecke 

Amnh=\  a[—x]-\-h  — ;  hkec=\  a\-x]-\-h  '-;  rPQt=|  a[ x]-\-h  - 

L  \n    I       ]n  '    \»    J       ju  L  V    n      )       \n 

deren  Summe  gewiss  kleiner,  als  die  fragliche  Fläche  .?  ist, 
in  Zeichen 

Die   Summe   der   n  —  1    ersten   Quadratzahlen   ist   nun   aber 
(w  —  1)  w .  (2n  —  1)      n^      ir       n 


1.2.3  3        2    '    6 


,  mithin  ist 


^>ax'(^  —  ~  +  J^)^hx (2) 

V3       2w       o>r/  ^ 

Die  zu  findende  Fläche  ^  liegt  also  zwischen  den  beitlen 
Ausdrücken  (1)  und  (2).  Die  Grösse  eines  jeden  hängt  von 
der  Zahl  n  ab.  Je  grösser  man  n  nimmt,  d.  h.  in  je  mehr 
gleiche  Teile  man  die  Abscisse  AP --=.2:  teilt,  je  schmäler 
werden  die  in  (Ij  und  (2)  summierten  Rechtecke.  So  lange 
jedoch  n  als  eine  bestimmte,  wenn  auch  noch  so  grosse 
Zahl  gedacht  wird,  so  lange  werden  beide  Ausdrücke  (l)  und 
(2)  von  der  gesuchten  Grösse  ^  etwas,  wenn  auch  noch  so 
wenig  abweichen.  Lässt  man  aber  n  immerfort  wachsen,  so 
werden  beide  fragliclie  Summen,  wovon  die  eine  zu  gross,  die 
andere  zu  klein  ist,  sich  einer  und  derselben  festen  Grenze 
immerfort  näliern  und  sie  für  w  =  00  wirklich  erreichen.  Beide 
Ausdrücke  (1)  und  (2)  geben  also,  indem   man  m  =  oo  setzt 

und  beachtet,  dass  dann  +-^-  und  also  auch    .   ,  liifinitcsimal- 

^2)1  (ui- 

15* 
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grossen  werden  und  gegen  die  endliche  Grösse  l  verschwinden, 
in  völliger  Strenge  die  gesuchte  Fläche 


z  =  a  • ':^  -{- bx. 


Wäre  z.  B.  a  =  yV;  ^  =  2,  mithin  y  =  yV^'  +  2  und  also 
=  tV  ■  ^  +  2a7,  so  wäre  z.  B.  für  ic  =  10 m,  ^  =  53^Dm. 


214. 

Nach  der  g^efundenen  Formel 


-.3 


^  =  tV-i7  +  2^ 


3" 

kann  man  also  sich  von  A  an  beliebig  weit  nach  der  positiven 
Seite  der  x  erstreckende  Flächenstücke  berechnen.  Soll  aber 
die  zu  berechnende  Fläche  nicht  bei  A,  sondern  bei  k  an- 
fangen, so  muss  man  von  dem  für  ^  erhaltenen  Ausdruck  die 
Fläche,  welche  derselbe  für  x  =  Ak  giebt,  subtrahieren  oder 
als  eine  Konstante  mit  dem  Minuszeichen  hinzufügen.     Wäre 

43 
z.  B.  Ak  =  4,  so  wäre  die  Fläche  Akfm  =  yV  q"  +  2  •  4  =  lOj-^, 

mithin  x^ 

^  =  tV-3- +  2a^— lOyV 

Setzt  man  jetzt  für  x  beliebige  Werte,  so  erhält  man  jedes- 
mal eine  von  a^  =  4,  d.  h.  von  der  Ordinate  fk  abgerechnete 
Fläche.  Setzt  man  a;  =  AP=  10  m,  so  erhält  man  die  Fläche 
/'A;PM  =  531-  _  10^  =  43^D  m.  Setzt  man  x  =  4,  so  kommt 
^■  =  0,  weil  ja  die  Fläche  für  a?  =  4  anheben,  also  für  diesen 
Wert  von  x  Null  sein  soll. 

215. 

Wäre  y  =  ax^  -\-  hx-  -\-cx-\-e  die  Gleichung  einer  krummen 
Linie,  so  würde  man  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  für  die 
vom  Anfangspunkt  der  Koordinaten  aus  zu  berechnende  Fläche 

z  die  Formel   z  =  ci-~ -\-h- -- ^c^  ^  ex  gefunden   haben, 

weil  (Analysis  §  51)   die  Summe   der   n  ersten  Kubikzahlen 

•)r{n-^  Xf       n*   .   ii'   ,   ir      _,         „,  ,.  •  1     i  •  w 

=  — ^ — Y — ^  = -— 4- -— -k -^    etc.     Ebenso   liesse   sich  leicht 
4  4        2        4 
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zeigen,   dass,  wenn  allgemein  y  =  a-\-bx-\-  ex-  -j- -\-X>3c" 

die  Gleichung  einer  krummen  Linie  und  m  eine  ganze  Zahl 
wäre,  dann  für  die  vom  Anfangspunkt  der  Koordinaten  aus 
zu  berechnende  Fläche  2:  die  Formel: 

o  Q  VI  +  1 

^  =  «^  +  &  TT  +  t'  •  Q^  +  •  •  •  •  +  i' 


2    '        3    '••••'  ^    ,„^1 

streng  richtig  ist;  ferner,  wenn  die  Gleichung  einer  krummen 
Linie  eine  solche  Funktion  wäre,  die  sich  in  eine  nach  ganzen, 
positiven  Potenzen  der  veränderlichen  Grösse  fortschreitende 
konvergente  Reihe  verwandeln  lässt,  die  entsprechende  Fläche 
durch  Summation  der  arithmetischen  Reihen  bestimmt  werden 
könnte.    Wäre  z.  B.  (Analysis  §  73) 

2/  =  e''  =  l+^  +  P2  +  j-^^  +  ----  so  wäre 

X  -I 

2  =  e  —  1. 


216. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraplien  durch  Summation 
arithmetischer  Reihen  bewirkten  Quadraturen  führten  leicht 
auf  die  naheliegende  Bemerkung,  dass  man  die  Flächen  aller 
solcher  Kurven,  deren  Gleichung  eine  ganze  Funktion  von  x 
ist,  ohne  Summation  erhalten  kann,  indem  man  die  ganze 
Funktion  mit  dem  Differential  der  Abscisse  multipliziert  und 
dann  integriert.    So  ist  z.  B.,  wenn  ij  =  ax-  -f-  ^  ist,  die  Fläche 

£  =  {ax-  -\- h)  dx  =  a  ■  -^  -\-  hx,  ganz  wie  vorhin.     Dies  führte 

nun  weiter  zu  der  Frage:  Kann  man  wohl  iu  allen  Fällen, 
wenn  y  =  fix)  die  gesonderte,  sonst  beliebige  Gleichung  einer 
krummen  Linie  ist,  f{x).dx  als  das  Difterential  der  Fläche 
und  mithin  das  Integral  ff{x)dx  als  die  Flädie  selbst  be- 
trachten? Man  fand,  dass  dies  beliauptet  werden  darf  und 
hat  dafür  verschiedene  Beweise  gefunden,  von  denen  wir  zwei 
mitteilen  wollen.  Den  ersten  nach  der  Grenzmethode,  den 
andern  nach  der  Infinitesimalmethode. 
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217. 

Erster  Beweis.  Kann  man  das  Differential  (die  Fhixion) 
der  nnbekannten  Funktion  einer  zu  berechnenden  veränder- 
lichen (fliessenden)  Grösse  (Fläche,  Linie,  Körper  etc.)  finden, 

so  hat  man  offenbar  durch  Inte- 
gration auch  die  unbekannte 
Funktion  selbst.  Um  nun  ein- 
zusehen, dass  das  Differential 
einer   von   der   bestimmten   Ab- 


scisse  AP^ 


Xq  anhebenden  und 


sich  bis  zu  der  unbestimmt  ge- 
lassenen Abscisse  AP  =  ä;  er- 
streckenden Fläche  M^PoPM  =  ^ 
gleich  ist  dem  Produkt  aus  der  Endordinate  MP  =  t/  und 
dem  Differential  der  Abscisse  dx,  sei  allgemein 

ij^f{x) 
die  Gleichung*)  der  krummen  Linie. 

Zuvörderst  ist  nun  klar,  dass  die  gesuchte  Fläche  z 
durch  die  Abscissen  x^,  x  völlig  bestimmt,  also  notwendig 
irgend  eine  Funktion  von  x  ist. 

Um,  worauf  es  zunächst  ankommt,  das  Differential 
dieser  Funktion  zu  finden,  möge  AF=^x  sich  um  PQ  =  Aa; 
ändern,  wodurch  die  Fläche  z  um  PQNM  =  A^  wächst.  Dieses 
Wachstum  A?  lässt  sich  durch  ein  Rechteck  darstellen,  dessen 
Grundlinie  =A-^  und  dessen  Höhe  eine  von  den  zwischen 
MP  =  y  und  NQ  =  y-\-  Ay  liegenden  Ordinaten,  also  =^y-\-£ 
ist,  und  wo  &,  je  nachdem  die  Ordinaten  wachsen  oder  ab- 
nehmen, eine  positive  oder  negative,  jedoch  mit  Ax  zugleich 
verschwindende  Grösse  ist,  so  dass  also  die  kleine  trapezförmige 
Fläche  MPQ,N  =  A.e'  durch 

A^  =  (y  +  «)  Aa--  =  [f{x)  +  s]  Ax 
dargestellt  werden  kann.     Hieraus  folgt 
Az 


Ax 


=  2/  +  £  =  A^)  +  f- 


*)  Wir  setzen  hier,  wie  immer,  voraus,  dass  f(x)  und  ihre  Deri- 
vierten  sowolü  für  die  Endwerte  Xq,  x  als  auch  für  alle  dazwischen 
liegenden  Werte  kontinuierlich  sind,  sowie  auch,  dass  zu  jeder  Abscisse 
nur  eine  Ordinate  s-ehört  \\m\  kein  Zeichenwechsel  stattfindet. 
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Lassen  wir  jetzt,  um  aus  diesen  Differenzenquotienten  den 
Differentialquotienten  (die  Derivierte  von  ^)  zu  erhalten,  Aoc 
bis  zu  Null  abnehmen,  so  verschwindet  auch  t  und  wir  haben 

und  hieraus  zunächst  das  fragliche  Differential  der  gesuchten 
Fläche  ^,  nämlich 

d^  =  ydx  =  f{x) .  dx 

und  folglich  durch  Integration 

z  =  ydx  =  j  f  {x)  dx. 


f. 


218. 

Hat  man  das  Integral  ff{x)  dx,  welches  wir  mit  F  (x) 
bezeichnen  wollen,  gefunden,  so  muss  man  demselben,  wenn 
es  für  x^Xq,  wo  es  anheben  soll,  nicht  von  selbst  ver- 
schwindet, sondern  F  (x^)  =  einer  konstanten  Grösse,  C,  wird, 
noch  diese  Konstante  mit  dem  umgekehrten  Vorzeichen  hinzu- 
fügen, oder  was  auf  dasselbe  führt:  Ist  F  (x)  die  Funktion, 
deren  Differential  ^f{x)dx,  so  ist  auch 

z  =  F(x)^C. 
Soll  nun  für  x==Xq  das  Integral   anheben,   .i=  0  sein, 
so  muss  die  Konstante  so  beschaffen  sein,  dass 

0  =  F{x^)^C 
ist,  also  C=  —  F  (Xq)  sein,  daher 

^^F{x)-F{x,). 

Beispiel  1.      AVäre   y  =  -j\:c-  -j-  2    die    Gleichung   einer 

krummen  Linie,  so  wäre  '£'  =  A'  o  +2.r-|-r. 

o 

Soll  das  Integral  von  x  =  0  anheben,  so  ist  die  Konstante 

C=0,  weil  für  ic  =  0,  auch  z-=0.    Soll  dagegen  das  Integral 

von  ic  =  4  anheben,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Konstante 

^  =  ^^T  •  q^  +  2  . 4  -|-  C,  woraus  C=  —  \0-^%  und  man  hätte  für 
die  von  .x:  =  4  anhebenth',  Fläche:  ^'  =  -,'„-Ti  +2.« — 10 1^. 


232 


Beispiel  2.     Wäre  y^e'  die  Gleichung  der  krummen 
Linie,  so  wäre 


^=e^  +  C (i) 

Soll  die  Fläche  von  x  =  0  anheben,  also  für  a;==0  auch 
^  =  0  sein,  so  hat  man 

0=1  +  C (2) 

Subtrahiert  man  (2)  von  (1),  so  wird  die  Konstante  C 
eliminiert  und  man  hat  für  die  von  :r  =  0  anhebende  Fläche 

z^^e  —  I. 

219. 

Die  Notwendigkeit,  einem  gefundenen  Integral  eine  un- 
bestimmte Konstante  hinzuzufügen,  liegt  also  einfach  darin, 
damit  dasselbe  ein  allgemeines  wird  und  durch  richtige 
Bestimmung  der  Konstante  für  einen  beliebigen  Wert  der 
veränderlichen  Grösse  anheben  kann. 

220. 

Um  anzudeuten,  dass  ein  Integral  /f{x)  dx  für  einen  be- 
stimmten Wert,  Xq,  der  veränderlichen  Grösse  anheben  und 
dann  bis  zu  einem  andern  bestimmten  Wert,  x^,  sich  erstrecken 
soll,  schreibt  man  so: 


J' 


f{x)  dx, 


und  um  das  Integral  innerhalb  dieser  Grenzen  Xq  und  x^  zu 
bestimmen,  sucht  man  erst  das  allgemeine  Integral,  setzt  darin 
statt  X  einmal  x^  und  dann  x^  und  subtrahiert  das  erste  Re- 
sultat von  dem  zweiten,  so  dass,  wenn  F{x)-\-C  das  allge- 
meine Integral  von  f{x)dx  bedeutet: 


.f 


fix)  dx  =  ¥{x^)  —  Y  {x^\ 
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Anmerkung.     Es  ist  wohl  klar,   dass  bei  allen  Inte- 
grationen innerhalb  bestimmter  Grenzen  die  Konstante  gleich 
anfangs  weggelassen  werden  kann,  indem  doch  immer 
F  {X,)  +  C-  [F  (x,)  +  C]  =  F  (^x,)  -  F  (.xo)  ist. 


221. 

Sind  die  Grenzen  eines  Integrals  angegeben,  so  ist  und 
heisst  dasselbe  ein  bestimmtes  Integral.  Sind  die  Grenzen 
nicht  angegeben,  so  ist  und  heisst  dasselbe  ein  unbestimmtes 
Integral  und  muss  dann  der  Allgemeinheit  und  Vollständig- 
keit halber  immer  eine  willkürliche  (unbestimmte)  Konstante 
enthalten,  über  die  man,  bestimmter  Zwecke  halber,  ver- 
fügen kann. 

Ein  unbestimmtes  Integral  ist  z.  B. 

(^V  ^'  +  2)  dx  =  J^ .  1^  +  2x  +  a 
Ein  bestimmtes  Integral  dagegen  ist 

10 

j(^,x^Jr^dx^^,-'^^2.lQ-{^^,-^  +  2.ij  =  4^i. 

4 

Aus  dem  unbestimmten  (allgemeinen)  Integral  kann 
jedes  bestimmte  abgeleitet  werden,  vorausgesetzt  jedoch, 
dass  der  Faktor  von  dx  innerhalb  der  fraglichen  Grenzen 
stetig  ist. 

222. 

*   Zweiter  Beweis.     Um  luui  noch  zu  zeigen,  dass  man 


nach  der  Infinitesimalmethode  ein  bestimmtes  Integr 


als  die  Summe  einer  unendlichen 
Reihe  unendlich  kleiner  Grössen 
und  die  Integration  selbst  als  eine 
abgekürzte  Summation  betrachten 
kann,  sei  allgemein 

y==f{x) 
die  gegebene  Gleichung  einer  krum- 


üjf 


{x)dx 
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men  Linie  und  die  von  AP^^  =  x^  bis  AP  =  x  sich  erstreckende 
Fläche  MoPqPM^^  gesucht. 

Man  denke  sich  das  Stück  der  Abscissenlinie  P^P  ^x  —  x^ 

Qß  Qß 

in  «gleiche  Teile  geteilt  und  setze  — ~  =  Aoc,  so  sind  die 

Abscissen  der  Teilpunkte  P^,  P^,  P^, P  beziehentlich  =  x^^ 

Xq  ~\-  Ax,  Xq  -{-  2Ax, XQ-\-{n  —  1)  Ax,  x^  ~\-  n  /\x  und  die 

dazu  gehörigen  Ordinaten  bezüglich  =f{x^,  f{xQ^/\x\ 
f{xQ  -j-  2 Aa?) . . . ,  f[xQ  +  {n  —  1)  /\x\  /(Xq  -{-  nAx\  mithin  die 
Summen  S^  und  S.,  der  Eechtecke,  indem  man  einmal  von  der 
ersten  und  einmal  von  der  letzten  Ordinate  ausgeht, 

Si=/"(a7(j).  Aoc  +  f{xQ-{-Ax)  .Ax-\~... . +/[iCo  +  ('*—  1)  A^]  Ax, 
S^=f{xQ-\-Ax).Ax-]-f{xQ--\-2Ax).Ax^....-]-f{xQ-\-nAx).Ax. 

Je  kleiner  nun  Ax  oder  je  grösser  n  ist,  desto  näher  kommt 
jede  dieser  beiden  Summen,  wovon  (im  allgemeinen)  die  eine 
zu  klein,  die  andere  zu  gross  ist,  einer  und  derselben  nicht 
zu  überschreitenden  Grenze,  ^.    Um  nun  einzusehen,  dass  das 


j; 


bestimmte  Integral   \f{x)clx  ganz  dasselbe,  wie  die  erwähnte 

Grenze  .^  (nämlich  für  >i=oo)  ist,  sei  F(x)-{-C  das  gefun- 
dene unbestimmte  Integral,  so  dass  F  (x) -\- C=^/f{x)dx,  mit- 
hin F' [x)  dx  =  f  (x)  dx,  so  hat  man  (§  46) 

F(x^Ax)=F{x)  +  F'(x)Ax^F"ix)f^+F"'(x)^-^.... 

oder,  weil  F'(x)  =  f(x\  mithin  F"(x)  =  f'{x)  etc. 

Fix+Ax)-F(x)=f(x)Ax~{-f'(x)  •  f^  +  TC^)  j^+ 

oder,  wenn  man 

(i^A^)+r(^)--i-^3+r(^o-j^f^+.-..)A^ 

setzt, 

F  (x  -\-  Ax)  —  F  (x)  =  f{x)  Ax  +  £i  AX-. 

Setzen  wir  nun  in  dieser  Fundamentalgleichung  statt  x 

nach  und  nach  x^^,  x^^-^Ax,  Xf^-\-2Ax, -^o  +  O'  —  DA^c, 

so  kommen  folg-ende  Gleichuns-en 
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F  (Xq  +  Ax)  —  F  (Xq)  =  fix^)  Ax  +  «1 AX-. 
F  {x^  +  2  Aa:)  —  F  (^0  +  Aa;)  =  f{x^  +  Aa?)  A^c  +  £.,  Aa?', 
F  (a;„  +  SAx)  —  F  (a^o  +  2  Aic^  =  f(Xo  +  2  Aa:)  Aa?  +  s.,  Ax\ 

F^+(  /^- 1 )  A^rj-F(^Xo+(  ^?-  2 )  A.rj=/(|>ro+(;?  -2)AicjAa?+£„_,Aa^^ 

F[xQ-\-}iAxj—F[x^-\-{n—l)  Ax]=f[x^  +  (^ii  —  l)  A^-JAx^s^^Ax-. 

Diese  Gleichimgeu  addiert  und  beachtet,  dass  auf  der  linken 
Seite  jedes  erste  Glied  einer  Gleichung-  durch  das  zweite  Glied 
der  folgenden  getilgt  ^ird,  hat  man 

F(xQ-i-uAx)-F(x^)=f\xQ) .  Ax+f(Xf^+Ax) .  Ax-^. .+/'K+( «  "  1 ) Aa;] .Ax 

Aus -  =  Ax  folgt  Xr,  -4~  }}Ax=^x,  mithin,  wenn  man  noch 

«1  +  fo  +  fg  +....  +  £„  =  e  setzt, 
F{x)-F{xQ)=f{xJAx+f(x^+Ax) .  Ax-\-.  .+/"K+  (li-l)Ax] .  Ax-\-eAx' 

223. 

*  Weil  nun,  Avie  angenommen,  F{x)-\-C  das  allgemeine 
Integral  von  f{x)dx,  mithin  F  (x)  —  F  (Xq)  das  von  x^  an- 
hebende und  sich  bis  x  erstreckende  bestimmte  Integral  von 


x 

4 


f{x)dx,  nämlich  =\f(x)dx  ist,  so  sieht  man,  dass,  wenn  für 

)i  eine  bestimmte,  wenn  auch  noch  so  grosse  Zahl,  mithin 
auch  ein  bestimmtes,  wenn  auch  noch  so  kleines  Ax  an- 
genommen wird,  doch,  strenge  genommen,  keineswegs 


X 

J' 


f{x)dx=f{xQ)Ax-{-f{xQ-\-Ax) .  Ax-\-....-\-f[xQ-\-(  n — 1)  Aa;]  Ax 


gesetzt  werden  kann,  weil  rechter  Hand  das  wenn  auch  noch 
so  kleine  (ilied  eAx-  fehlt.  Wohl  aber  kann  man  sagen,  dass 
für  ein  sehr  kleines  bestimmtes  Ax  das  bestimmte  Integral 
linker   Hand    näherungs weise    der    Summe    rechter    Hand 
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gleich  ist,  indem  das  fehlende  Glied  e/\x'  dann  sehr  klein 
wird,  und  es  ist  auch  klar,  dass  die  Summe  einer  festen 
Grenze,  nämlich  der  gesuchten  Fläche  z^  desto  näher  kommt, 
je  grösser  man  n  oder  je  kleiner  man  l\x  annimmt. 

Wollte  man,  um  die  Grenze  zu  erreichen,  /\x  =  ^  an- 
nehmen, so  würde  allerdings  el\x-  verschwinden,  gleichzeitig 
aber  auch  alle  übrigen  Glieder,  und  das  linker  Hand  stehende 
Integral  wäre  dann  gleich  einer  Summe  von  lauter  absoluten 
Nullen,  was  ungereimt  ist. 

Will  man  also  die  der  vielfachen  AnAvendungen  halber 
äusserst  fruchtbare  und  bequeme  ursprüngliche  Vorstellung,  dass 
ein  Integral,  in  aller  Strenge  genommen,  eine  Summe  oder  die 
Grenze  einer  Summe  sei,  nicht  aufgeben,  so  sehen  wir  uns  hier, 
um  das  Gesetz  der  Stetigkeit  zu  befolgen,  wiederum  gezwungen, 
auch  die  alte  Vorstellung  von  unendlich  kleinen  Grössen  zu- 
zulassen. Denkt  man  sich  dann  u  unendlich  gross,  also  /\x 
unendlich  klein  (ein.  Element  der  Abscissenachse),  welches  wir 
in  diesem  verschwindenden  Zustand  mit  dx  bezeichnen  wollen, 
so  muss,  weil  dx^  ohne  völlig  zu  verschwinden,  nicht  mehr 
kleiner  werden  kann,  das  nur  formell  stehende  Glied  edx'- 
weggelassen  werden  (§  61),  und  man  hat  dann  wirklich 


X 


fix)  dx=f{x^  dx  -\-  /{Xq  -{-  dx)  dx  -|-.. ..-|-  f[^o  H~  ('' — 1)  ^^]  ^^- 


So  aufgefasst,  ist  das  bestimmte  Integral  gleich  der  Summe 
aller  stetig  aufeinander  folgenden  Differentialen  (Elemente). 

Anmerkung.  Man  wird  hierbei,  als  für  die  Folge  wichtig 
und  mit  dem  L  e ihn iz 'sehen  Gedankengang  vollkommen 
harmonierend,  nicht  unbemerkt  lassen,  dass  in  dem  Integral 


f(x)dx,  als  Summe  betrachtet,  die  untere  Grenze  mit  ein- 


geschlossen, die  obere  aber  ausgeschlossen  ist,  weil 
fixo) .  dx  das  erste  und  f[xQ  -\-  [u  —  1)  dx] .  dx,  oder  kürzer 
geschrieben:  f{x  —  dx).dx  das  letzte  der  stetig  aufeinander 
folgenden,  unendlich  schmalen  Rechtecke  (Elemente)  ist. 
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224. 

*   Dass  überliaupt  ganz  allgemein  jedes  Integral  innerhalb 


möglicher  Grenzei\\f(x).dx,  auf  welche  Grösse  es  sich  auch 

beziehen  möge  (Länge,  Fläche,  Volumen,  Zeit,  Kraft  etc.), 
immer  als  Summe  einer  unendlichen  Anzahl  kontinuierlich 
aufeinander  folgender  Diiferentiale  und  die  bewirkte  Integra- 
tion als  eine  abgekürzte  Summation  oder  Zusammenfassung 
der  Elemente  betrachtet  werden  kann,  lässt  sich  auch  ohne 
Figur,  rein  analytisch  und  kürzer,  so  zeigen: 

Ist  nämlich    f(x)  dx  =  F  (x),  also    f{x)  dx  =  F  (rr)  —  F  (a?o) 

und  folglich,  indem  man  ersteren  Ausdruck  wieder  diiferen- 
tiiert,  f{x)dx  =  F'{x)dx,  mithin  V'{x)  =  f(x).  so  giebt  uns 
die  Taylor 'sehe  Eeihe  (§  46) 

F  {X  +  Ax)  =  F  (ic)  +  F'  (x)  .Ax-\-i-.  F"  (x)  Aic-  + . . . . 
wenn  wir  darin,  um  das  Gesetz  des  stetigen  Wachsens  aus- 
zudrücken, Ax  unendlich  klein  denken, 

F  (x  +  dx)  =  F  (a?)  +  F'  {x)  dx  (§  61), 
oder  weil  V  {x)  =  f{x), 

F  (ic  +  dx)  =  F  ix)  +  fix)  dx. 
Denken  wir  uns  in  dieser  Fundamentalgleichung  statt  x  die 
innerhalb  des  Intervals  x  —  x^  der  bezeichneten  Grenzen  x^ 
und  X  konsekutiv  aufeinander  folgenden  Werte  x^^,  XQ-\-dx^ 
XQ-\-2dx,  —  •^'o  +  (" — l)dx  gesetzt,  wo  also  n  =  (yo,  so  er- 
halten wir  die  folgenden  unzählbaren  Gleichungen: 
F(a;o+    dx)  =  F{x^)-{-f{x^).dx, 
F  ix^  +  2dx)  =  F  (x'o  +  dx)  +  /"(«o  +  ^^'^)  ■  ^^^^ 
F  {Xq  +  Mx)  =  Fix^-\-  2dx)  +  fix^  +  2dx) .  dx,  ■ 


F  ix^  +  ndx)  =  F[Xq-\-{ii—\)  dx\  +  fVo  +  i'^  —  1 » '^-''J  •  dx. 
Addieren  wir  alle  diese  Gleichungen  und  beachten,  dass  (für 
n  =  cc)  Xq  -\-  ndx  =  x,  so  ist 
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F  (x)  —  F  (Xq)  =  f  (Xq)  clx  -\-  f{XQ  -\-  dx)  dx  -\-  fix^  -\-  2dx)  dx-\-.... 

-\-f[xQ-\-{)i  —  1)  dx]  dx. 

Wir  können  also  in  allen  Fällen  jedes  bestimmte  Integral 

\f{x)dx,  oder  den  durch  Integration  dafür  gefundenen  Aus- 

druck  F  (x)  —  F  (x^)  immer  als  die  Summe  oder  Akkumulation 
der  unendlich  vielen,  in  einem  ununterbrochenen  Fluss  auf- 
einander folgenden  Differentiale  f{x^dx,  f{xQ-\-dx)dx  etc. 
betrachten.  In  dieser  wahrhaft  schöpferischen  Leibniz 'sehen 
Methode  liegt  der  eigentliche  Zauber  der  Infinitesimalrechnung. 
Da  nun,  wie  schon  §  71  angedeutet,  in  sehr  vielen  Fällen 
die  allgemeine  Differentialfunktion,  d.  i.  die  Grösse  unter  dem 
Integralzeichen  durch  unmittelbare  Betrachtung  der  Um- 
stände erkannt  werden  kann,  so  sieht  man  hier  schon,  viel 
deutlicher  aber  noch  in  der  höhern  Mechanik,  den  glänzenden 
Sieg  der  Leibniz'schen  Inflnitesimalmethode  über  die  schwer- 
fällige und  nicht  so  klare  Grenzüiethode.  Dass  z.  B.  bei  Be- 
stimmung der  Fläche  einer  krummen  Linie,  deren  Gleichung 
y^f{x)  die  Ordinate  y,  d.  i.  f{x)  mit  dem  Differential  der 
Abscisse  multipliziert,  nämlich  f{x) .  dx,  die  allgemeine  Difte- 
rentialfunktion  der  Fläche  ist,  zeigt  auf  anschauliche  Weise 
ein  Blick  auf  die  Figur. 

225. 

Aufgabe  1.    Die  Parabel  zu  quadrieren,  deren  Gleichung 

y-  =2)x. 
Auflösung.     Man  hat  hier 


=  \ydx  =  \p^x~ . 


J  3 


'X"  . dx  =  -|2;    .X   -\-C. 


Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  anheben,  also  für  x  =  0  auch 
z^^O  sein,  so  ist  C'^0,  daher 

£■  ==  IxVpx  =  f .  xy. 

Anmerkung.      Man   kann   auch,   wenn   es   unter   Um- 
ständen leichter  ist,  so  rechnen: 

211/ dy 
Aus  der  Gleichung  der  Parabel  folgt  dx=   ^      ,  mithin 

hat  man  auch,  alles  durch  y  ausgedrückt, 
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=p.=|j; 


2  /'  rf" 


wo,  wenn  das  Integral  im  Scheitel  anheben  soll,  keine  Kon- 
stante nötig  ist,  indem  für  y==0  von  selbst  auch  ^  =  0  ist. 

226. 

Aufgabe  2.     Die  Fläche  der  Ellipse  zu  finden,   deren 

Gleichimg 

h 


a-  —  X-. 
a 

Auflösung.     Man  hat  hier 

^  =  —  Va  -  —  X- .  dx ,  oder 
a  I 


-^  =  I  Va- — X- .  dx. 


Das  Integral  kann  man  auf  verschiedene  Weise  finden: 
1 .    ('  a  u  c h  y   setzt  Vor  —  x-  =  tx,    woraus   x'  =         ^ 


dann  ist  (§  201) 


T 
T 


=  f .  xdx  =  t .  \xr  —  .V  x'-dt, 


— -  ==  1-/.X'-  —  i  fr  arc  tg  r, 
und  wenn  für  f  sein  Wert  zurückgesetzt  wird, 

%J0 


z  =  -K'—  Va^  —  x^  —  iah  arc  tg  — 1-  C. 

Soll  die  Fläche  bei  CD  anheben,  also  für  ;/;=-0  auch  .?  =  0 
sein,  so  hat  man,  weil  arc  tg  oo  =  -^jc 

Diese  Gleichung  von  voriger  substrahiert  (§  218,  Beispiel  2) 

1  h       .  ..        ...    ,    Jx  .    V¥^'^\ 

z  =  —  -  —  x  Vft-  —  X-  -\-  \ab\  —  —  arc  tg . 

2  a  '    -     V  2  ^        X       ) 
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Ist,   im   ersten  Quadranten,   die  Tangente  eines  Bogens 
,  so  ist,  wie  leicht  einzusehen,  die  Tangente  des 


X 


Bogens,  der  ersteren  zu  einem  ganzen  Quadranten  (— j  er- 


gänzt, =  =,  so  dass  also 

Va^  —  x^ 


X          ,         ,    Va^  —  X"       X 
arc  tg— =  -h  arc  tg =  -^ , 


Va^- 


■iC' 


X  ji  ,    Va^  —  X- 

arc  tg    ,  =  -;r  —  arc  tg 

Va^'  —  x^       2  ^        X 

Dies  substituiert,  ist  auch 

^'  =  ^  •  —  a^Va-  —  X-  -\-  Mio  arc  tg    ,  , 

oder  auch  (Trigon.  §  100) 

^  =  —  •  —  xVa-  —  x^  -\-  -lab  arc  sin  — ( i ) 

2    rt  -  a 

Man  kann  also  ein  und  dasselbe  Integral  oftmals  unter 
verschiedenen  Formen  darstellen.  Man  hätte  statt  des  Sinus 
auch  den  Cosinus  oder  die  Cotangente  hineinbringen  können. 

2.    Um  das  Integral 

£-  =  —  Va^  —  x^ .  dx 

zu  finden,  kann  man  auch  so  verfahren: 

Man  setze  ./•  =-  a  sin  q?,  mithin  dx  =  a  cos  <p .  d(p,  so  ist 

^=    ah\cos,-g)d(p  und  (§  210) 


lab  (cos  2 


9>  +  1)  ^<P, 


z  =  ^,-ab[  — ^y^  -f-  (p 


Aus  der  Annahme  a  sin  (p  =  x  folgt,  dass  für  x  =  0  auch 
9)  =  0  und  für  x  =  a,  (p  =  ^  ist.    Soll  demnach  das  Integral 

Li 
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von  x  =  0,  also  auch  von  <p^=0  anfangen,  so  ist  keine  Kon- 
stante nötig.  Soll  das  Integral  dann  bis  x^=a  genommen 
werden,  so  muss  man  fp=ljt  setzen.     In  Zeichen 

z  =  —  \  V«^  —  x^  .dx  =  iab  1  (cos  2(p-{-l)  drp. 

0  Q 

AVill  man  in  dem  gefundenen  Integral 

.=ui{^+^) (.) 

den  Bogen  ^  wieder  durch  x  ausdrücken,  so  folgt  aus  asin(p=^x, 
dass  (p  =  arc  sin      und  aus  sin  g)  =  —  ,  dass  cos  g) 


a  a  a 


mithin  sin  295--= s •     (Trigon.  §  100.)     Es  ist  daher 

wie  vorhin 

z  =  ^^\a-  —  X-  Ar  Uw .  arc  sin  — . 
2a  "  a 

Für  a:  =  0  ist  z=0.     Setzt  man  x  =  \a,   so  hat  man 

a&V3   ,   ab    ji 
z  ==  — 5 r  IT  ■  :»r  •    '^6tzt  man  x  =  a,  so  hat  man  den  vierten 

Teil  der  Ellipse  =^ah.\ji.  Die  Fläche  der  ganzen  Ellipse 
ist  also 

z  =  jiah. 

Anmerkung.  Setzt  man  in  dem  für  x  =  0  verschwin- 
denden Integral  (1)  x  =  — «.,  oder  was  dasselbe  ist,  in  dem 
für  9)  =  0  verschwindenden  Integral  (2)  rp  =  —  \ji,  so  er- 
hält man  die  Fläche  des  Quadranten  ACD,  jedoch  negativ 
(=  —  \xab).  Dies  ist  ganz  natürlicli,  wenn  man  das  Integral 
als  Summe  betrachtet,  indem  dann  in  der  allgemeinen  Sum- 

—  a 

mationsformel   (§  224)  \f(x)dx,   für   positive  Ordinaten,   alle 

o 

Glieder  rechter  Hand,  wegen  des  negativen  Faktors  — dx, 
negativ  werden.  Integriert  man  aber  von  x  =  —  a  bis  x  =  0, 
oder  von  9)  =  —  |jr  bis  <jp  =  0,  so  erhält  man  dieselbe  Fläche 
positiv.     Integriert  man  von  .x  =  —  a  bis  x  =  -\-a,  oder  von 

Lübsen,  Infinitesimal -Reclinuiig.    7.  Aufl.  ig 
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^  =  — ijr  bis  <p==-\-Y^,   so   erhält   man  die  halbe  Ellipse, 
in  Zeichen 

h 


a 


Vä^  —  x^dx=  lab    (cos  2^-^l)d(p  =  \üiab. 


Dies  (nämlich  das  Integral  als  Summe  betrachtet)  lehrt 
zugleich  auch,  dass  man  den  zu  einer  trigonometrischen,  po- 
sitiven oder  negativen  Funktion  gehörigen  Bogen  stets  in  der 
kürzesten  positiven  oder  negativen  Drehung  nehmen  muss 
und  dass  der  Bogen  hier  nur  als  Zahlengrösse  in  Betracht 
kommt. 

2S7. 

Aufgabe  3.   Die  Hyperbel  zu  quadrieren,  deren  Gleichung 


V  =  —  Voc^  -r-  a^. 
a 

Auflösung.     Man  hat  hier 


J^^x'^  —  a'. 


Ix. 
a  ■ 


Setze  Vx^  —  a^  =  tx,  also  ic-  =  :j -^ ,  so  ist 


b 


2  /* 


az 

tx^ 

2 

2az 
b 

■tx'' 

^^^      und  (§  206,  Nr.  3) 


2|1— f 

hx   /— 5 7,       ab ,  /X  -4-  y'x^  —  a^ 

2a  4     U  — V; 


bx   /--, ^       ah  -.  (x  4-  Vrr^  - 

^  =  TT-  \X'  —  a- r  ^ 


2a  4     \  a 

bx   ,—, :i       ab ,  [x  4-  Vx^  —  a'^\ 

z  =  —  yx-  —  a- ~l  \ — ]. 

2a  2     ^  a  / 

Soll  die  Fläche  für  a?  =  a  (im  Scheitel  B)  anheben,  so  ist 
keine  Konstante  nötig,  weil  das  Integral  für  x  =  a  von  selbst 
verschwindet. 
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Anmerkung,  Zieht  man  vom  Mittelpunkt  C  nach  dem 
Endpunkt  M  der  Ordinate  MP  =  ?/  die  Gerade  CM,  so  ist  die 
Sektoi'fläche 

MCB  =  |5Ci/  —  ^,  oder 


jjP3_aS^  x  +  Vx^-«^ 

2     \  a 

Wird  x=oo,  so  wird  CM  zur  Asjanptote  und  man  sieht, 
dass  die  zwischen  der  Asymptote  und  dem  Hyperbelast  liegende 
Fläche  unendlich  wird. 

228. 

Aufgabe  4.  Die  Quadratur  der  H3'perbel  zu  finden,  deren 
Asymptotengleichung 

a- 
?/  =  — • 

Auflösung.     Es  ist  hier 

oCdx 

z  =  a-lx-^C. 

Soll  die  Fläche  bei  A  anheben,  also  für  x  =  0  auch  ^^  =  0 
sein,  so  ist.  weil  ?0  =  —  oo. 

0  =  —  oc  +  C. 

Subtraliiert  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden,  so  ist 

2  =  aHx -f-  oc ( i). 

Man  sieht  hier,  dass  die  Konstante  auch  unendlich  sein  kann. 
Soll  die  Fläche  sich  von  a;  =  0  bis  AP  =  a^  erstrecken,  so  ist 

2  =  CI-IXq  -\-  OO (  2  ). 

Für  Xq  =  ()  ist  2=0;  für  Xq  =  1  ist  ^  =  c».  Es  ist  also,  was 
wir  schon  aus  vorhergehendem  Paragraph  wissen,  die  z^vischen 
der  Asymptote  Ay  und  dem  unendlichen  Hyperbelast  liegende 
Fläche  unendlich  gross.  Will  man  die  Fläche  von  AP  =  Xq  bis 
AP^rc  haben,  so  ist  (2)  von  (1)  subtrahiert, 

MoPoPM  =  a-ijx  —  Ix^)  =  (rl(^). 

16* 
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Aufgabe  5. 


229. 

Die  Linie  zu  quadrieren,  deren  Gleichung 
4 


y= 


Vrr' 


Auflösung.    Die  Ordinatenachse  sowolü,  als  die  positive 
Seite  der  Abscissenachse  sind  Asymptoten.    Für  die  oberhalb 
der  Abscissenachse  (für  positive  Ordinaten) 
lieg-ende  Fläche  hat  man  hier 


--  —-  dx  =  4,\i 
JVx  J 


,^  =  Sx~. 

■Soll  die  Fläche  von  x  =  0  anheben, 
so  braucht  keine  Konstante  hinzugefügt 
zu  werden,  weil  das  Integral  für  x=^0 
von  selbst  verschwindet. 

Nimmt  man  hier  z.  B.  j^;  =  9  m  =  AP^, 
so  wird  ^  ^^24Dm. 
Es  scheint  ungereimt  zu  sein,  eine  Fläche,  die  sich  ins 
Unendliche  erstreckt  (nicht  völlig  begrenzt  ist),  berechnen  zu 
wollen.  Die  Möglichkeit  ergiebt  sich  jedoch,  wenn  man  die 
Sache  aus  folgendem  Gesichtspunkt  betrachtet:  Man  denke 
sich  auf  der  Asymptote  AY  gleiche  Stücke  abgesteckt,  AB 
=  BC^^CD  =  etc.,  so  bilden  hier  die  unzähligen  Flächen- 
stücke ABMqPo,  BCKMq  etc.  eine  unendliche,  aber  konver- 
gente Reihe,  deren  Summe  genau  =24 Dm  ist.  Dies  war 
vorhin  bei  der  Hyperbel  (§  228)  nicht  der  Fall,  wie  es  auch 
hier  für  die  andere  Asymptote  AX  nicht  der  Fall  ist:  denn 
für  07  =  oo  ist  auch  ^^  ==  oo.  Dass  sich  die  krumme  Linie 
der  Ordinatenachse  viel  rascher  nähert,  als  der  Abscissen- 
achse, folgt  aus  ihrer  Gleichung,  die  man  auch  so  schreiben 

kann:  x  =  -~,  (8  77). 

y 

230. 

Aufgabe  6.  Die  Quadratur  der  Exponentiallinie  zu  finden, 
deren  Gleichung 

.r 

y  =  e . 
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Auflösung.     Es  ist  hier  z^^xe'dx,  oder 


=  e'dx. 


^  =  e^4-C (0 

Soll  die  Fläche  bei  A  anheben,  so  muss  für  x  =  0  auch 
2'  :=  0  sein.     Dies  giebt  zur  Bestimmung'  der  Konstante 

0  =  1  +  C (-2) 

Mithin,  (2)  von  (1)  subtrahiert, 

^  =  e  —  1. 
Setzt  man  x=^  —  oo ,  so  findet  man  die  zwischen  der 
Asymptote,  Ordinate  AB  und  dem  unendlichen  Kurvenast 
liegende  Fläche  als  eine  endliche  Grösse,  jedoch  negativ, 
nämlich  = — ID,  d.  i.  — iDm,  wenn  die  Dimensionen  der 
Linie  in  Metern  gemessen  sind.  (§  226,  Anmerkung.) 
Integriert  man  von  x  =  —  oo  bis  x  =  0,  in  Zeichen 

0 

z  =  edx  =  e^ 


i 


so  erhält  man  dieselbe  Fläche  positiv,  nämlich.  ^=  lü.    Das- 
selbe erhält  man  für  die  Exponentiallinie   y  =  e~''    und   für 

das  bestimmte  Integral 

+  » 

e~^dx=^  1. 

0 

231. 
Aufgabe  7.     Die  Cykloide  zu  quadrieren. 
Auflösung.     Zufolge  §  156  hat  man 
x  =  rQ  —  r  sin  6>, 
y^r  —  r  cos  ö, 
dx  =  >•  (1  —  cos  &)  dB, 

z.=  A{\  —  CQ^efde, 

z  =  r^ jd  _ 2 cos e 4- cos -0) d(-J, 

z  =  ,-2  jd  _ 2  cos  0  +  .V cos  20) de. 
e  =  r"-  (|(9  —  2  sin  6  +  .{  sin  2&). 
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Soll  das  Integral  von  x  =  0  oder  6  =  0  anheben,  so  ist 
keine  Konstante  nötig.  Setzt  man  ß  =  2ji,  so  liat  man  die 
ganze  Fläche  der  Cj'kloide,  nämlich 

2:  =  3jrr-. 

Die  Fläche  der  Cj^kloide  ist  also  genau  dreimal  so  gross, 
als  die  Fläche  des  Erzeugungskreises. 

232. 
Aufgabe  8.    Die  Hypocykloide  zu 
quadrieren,  deren  Gleichung  y'"^  -\-  x^ ^  1, 


oder 


y={\—xyf. 
Aiiflösung.     Es  ist 


f 


2  A 


z  =  U\—xyäx, 


oder,  wenn  man,  nach  Cauchy,  a;  =  sin^6>,  mithin 

dx  ==  3sin  -0  cos  QüQ 
setzt,  so  ist  auch 

2'  =  3|sin-0.cos*0(?ö, 


^  =  3 


;j(cos* 


e  —  cos  H3)  de  und  (§  210) 


^=3. 


i.  cos  46  +  i  cos  26  +  f 


J  i.cos46H 
1  —  ( äV  cos 


66  +  T%  cos  46  +  H  cos  26  -f  fg.) 


de. 


Anmerkung.  Man  sieht  hier  (imd  in  ähnlichen  Fällen) 
leicht  ein,  dass  man  für  die  angegebenen  Grenzen,  von  der 
Entwickelung  der  Potenzen  cos  ^6,  cos  "^6,  nur  die  konstanten 
Glieder  f  —  tV^yV  i^^i^  de  zu  multiplizieren  und  zu  inte- 
grieren  brauclit,    indem    die   Integrale    aller  übrigen  Glieder 
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lauter  Sinus  von  geraden  Vielfachen  von  0  geben,  welche 
deshalb,  sowohl  für  0  =  0,  als  auch  für  &  =  \jt  doch  ver- 

q 

schwinden.     Das  gesuchte  Integral  ist  also  =zrT.-Ki  mithin 

lo    2 

3 

die  ganze  Fläche  für  alle  vier  Quadranten  z=^  —  jc. 


233. 

Man  muss  bei  jeder  Quadratur  einer  krummen  Linie,  wenn 
man  keine  negativen  Flächen  gestatten  will,  den  Lauf  der 
Linie  kennen,  namentlich  ob  und  wo  sie  die  Abscissenachse 
schneidet.  Denn  sind  die  Ordinaten  negativ,  so  müssen,  ver- 
möge der  allgemeinen  Summationsformel  (§  223),  für  positive 
Abscissen  alle  Faktoren  von  dx  negativ  werden.  Man  muss 
deshalb  jedes  oberhalb  und  unterhalb  der  Abscissenachse  lie- 
gende Flächenstück  besonders  berechnen,  also  von  Durch- 
schnittspunkt zu  Durchschnittspunkt  integrieren,  die  mit  dem 
Minuszeichen  behafteten  Flächenstücke  als  positiv  betrachten 
und  alles  addieren. 

234. 

Aufgabe  9.  Die  parabolische  Linie  zu  quadrieren,  deren 
Gleichung 

y  =  x^  —  9x-  +  23x  —  15. 

Auflösung.  Diese  Gleichung 
lässt  sich,  die  rechte  Seite  in  Fak- 
toren zerlegt,  (Analysis  §  116)  auch 
so  schreiben: 

y=={x  —  1)  (x  —  3){x  —  5). 

Aus   dieser   Form   erkennt   man 
nun  leicht,  dass  für  alle  Werte  von 
X  zwischen  0  und  1  die  Ordinaten  negativ,  zwischen  1  und  3 
positiv,  zwischen  3  und  5  negativ  und  für  1,  3,  5  Null  sind. 

Soll  nun  die  Fläche  von  x=l  bis  x=5  berechnet  werden, 
in  Zeichen 

5 

ydx, 


f 
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so  muss  man,  des  §  233  beregten  Umstandes  halber,  das  In- 
tegral hier  in  zwei  Teile  zerlegen  und  so  schreiben: 

3  5 

1  3 

Weil  nun  das  allgemeine  Integral 

x^  23 

^=^j  —  Sx^-^~x-  — 15x^0, 

so  ist  für  x=l,  z^=^  —  ^\-\-C\  für  a?  =  3  ist  ^.3  =  —  2\^C., 
mithin  das  von  a?  =  1  bis  o?  =  3  oberhalb  der  Abscissenlinie 
liegende  Flächenstück  ^2  —  ^i  =  4D.  Setzt  man  a7  =  5,  so  ist 
^•3  =  —  6|-  -|-  C,  mithin  das  unterhalb  liegende  Flächenstück 
=  £'3  —  ^2"=  —  "^i^-  E^  i^^  mithin  (§  233)  die  absolute 
Summe  beider  Flächen  ^^  =  8  D. 

Hätte  man  den  Lauf  der  krummen  Linie  nicht  berück- 
sichtigt und  das  Integral  rein  arithmetisch  von  ic=  1  bis  a;  =  5 
genommen,  so  hätte  man  ^^^=0  erhalten. 

235. 

Aufgabe  10.     Die  logarithmische  Linie  zu  quadrieren, 

deren  Gleichung 

y=^a.lx. 

Auflösung.     Man  hat  hier 

z=a\lxdx  und  (§  203,  Nr.  1) 


z  =  axlx  —  ax  -\-  C.  : 

SoU  die  Fläche  von  x  =  0  anheben,  so  ist  die  Konstante 
e=  0  (§  84),  daher 

z  =  ax(lx —  1). 

Von  x  =  0  bis  x=l  ist  die  Fläche  eine  endliche  Grösse, 
jedoch  wegen  der  negativen  Ordinaten,  mit  dem  Minuszeichen 
behaftet,  =  —  a. 

236. 

Um  schliesslich  auch  noch  Polarkurven  zu  quadrieren, 
kommt  es  zunächst  darauf  an,  aus  der  Gleichung  der  Polar- 
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kurven  einen  Ausdruck  für  das  Differential  der  Fläche  zu 
finden. 

Sei  zu  dem  Ende   die  Gleichung   der 
Polarkurve  ganz  allgemein 

r  =  f{e). 

Lässt  man  den  mit  der  Längeneinheit 
beschriebenen  Bogen  mn  =  ß  (die  Anomalie) 
um  uo=^AO  wachsen,  so  wächst  der  Ra- 
dius vector  r  um  NQ^A»'*)  und  es  ist  der  mit  AM  =  r 
beschriebene  Kreisbogen  MQ  =  rA^!^.  Nimmt  man  Aß  sehr 
klein,  so  kann  man  näherungsweise  AMN  als  ein  Dreieck 
betrachten,  worin  AN  =  r-|-A>'  die  Grundlinie  und  MQ  =  rA6> 
die  Höhe  ist,  und  es  ist  dann  näherungsweise  das  Wachstum 
der  Fläche 

A^  =  i-rA0(r  +  Ar), 

^  =  ir-  +  irAr. 

Lässt  man  nun,  um  aus  diesem  Differenzquotienten  den  Diffe- 
rentialquotienten (die  Derivierte  von  ?)  zu  erhalten,  AO  bis 
zu  0  konvergieren,  so  verschwindet  gleichzeitig 

Ar  =  M  A6>  +  N  A6>-  + 

und  wir  haben 

(Iß       -    ' 
(h  =  y-dß  =  i[f{ß)]-dß, 

*  Nach  der  Infinitesimalmethode  ist  in  dem  unendlich 
kleinen  Sektor  AMN  sogleich  A.'N  =  r-\-dr,  no-^dß,  MQ 
=  r.dß  (§07),  und  weil  in  },rdß{;)- -\- dr)  die  Infinitesimal- 
grösse  dr  gegen  die  endliche  Grösse  r  oder  auch  hdßdr 
gegen  \r^dß  verschwindet,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass 


*)  Es  kaim  mit  wachsendem   6/  der  Radius  vector  auch   abnehmen 
und  A»'  negativ  sein. 
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\r'^de  =  \{f&f  .de  das  allgemeine  Differential  der  zu  be- 
stimmenden Fläche  ist,  und  dass  hier  ganz  dieselben  Schlüsse 
stattfinden,  wie  §  224.     Ist  nämlich  das  allgemeine  Integral 

G 

h{fef.de=Y{&)^c,  mithin  L{fe)-de=Y{e)~¥{e^) 

und  I  {f&f  ==  F'  (6>),  so  kann  man  hier  ganz  so  wie  in  §  224 

0 


das  bestimmte  Integral 


^  {f&f .  dB,  d.  h.  den  durch  Integration 


dafür  gefundenen  Ausdruck  F(0)  —  ^  {Q^  als  Summe  der  in 
dem  Intervall  &  —  6q  stetig  aufeinander  folgenden  Differen- 
tiale i(/6)o)'t/0,  Wißo  +  d&)f-d&,  i  [/"(©o  +  2cZ0)]-c?6>  etc. 
betrachten. 

237. 

Aufgabe.  Die  Archimedische  Spirale  zu  quadrieren,  deren 
Gleichung- 


a 

e. 

Auflösung. 

Man 

hat  hier 

z  = 

SHS, 

z  = 

24jr" 

Soll  das  Integral  von  0  =  0  anheben,  so  ist  keine  Kon- 
stante nötig. 

Für  eine  halbe  Umdrehung  (0  =  jr)  ist  5- =  "2^  (S.  Figur, 

Höhere  Geometrie  §  96). 

JlCL" 

Für  eine  ganze  Umdrehung  {6=^2ji\  ist  z-=-^. 
Man   kann   auch   so  rechnen  (§  225,   Anmerkung):   Aus 

n  ii 

dr, 


(1  Stt 

r  =  -r— 0  folgt  d0  =  —  di\  mithin  ist  auch 
2jt  a 


a} 


z  =  —  *" 
3a 
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wo  keine  Konstante  nötig  ist,    wenn   die  Fläche  von   ?=0 
anheben  soll. 

Für  eine  halbe  Umdrehung  (>•  =  !«)  ist  ^  =  ^t-     ^^^" 

.  ^  jia- 

r  =  a  ist  ^  =  — ^. 

Anmerkung  1.  Bei  der  zweiten  vollen  Revolution  be- 
schreibt der  Radius  vector,  der  im  Anfang-  =a  ist  und  am 
Ende  derselben  =2o  wird,  die  Fläche  der  ersten  völligen 
Revolution  oifenbar  aufs  neue  wieder,  und  so  in  der  Folge. 
Um  also  die  einfache  Fläche  zu  erhalten,  welche  nach  m  Re- 
volutionen beschrieben  w^orden  ist  (zwischen  den  m  Windungen 
enthalten),  hat  man 

m .  •27r  ma 

{m  —  l)27r  (m  —  l)ci 

z  =  (wi-  —  m  -\-  |)a-jr. 

Für  m  =  l,  2,  3 ist  z=la-jr,  2|«-jr,  6^a-jt  etc. 

Anmerkung  2.  Will  man  die  Fläche  (Spire)  haben, 
welche  zwischen  der  mten  und  m  +  Iten  Windung  enthalten 
ist,  so  braucht  man  offenbar  nur  die  Fläche  von  >»  Revolu- 
tionen von  der  von  t)i  -\-  1  zu  subtrahieren.  Man  hat  dann 
nach  vorhergehender  Formel 

z  =  2ma-ji. 

Die  z^vischen  der  Iten  und  2ten  Windung  {m  =  1)  ent- 
haltene Fläche  ist  hiernach  =  '2a- jr ,  und  die  zAvischen  der 
mten  und  m  +  Iten  Windung  enthaltene  Fläche  ist,  wie  schon 
Archimedes  gefunden,  genau  mmal  so  gross,  als  die  Fläche, 
w^elche  zwischen  der  Iten  und  2ten  Windung  enthalten  ist. 

238. 

Aufgabe  1.  Die  Fläche  der  vierschlingigen  Linie  zu  fin- 
den, deren  Gleichung  (s.  Figur  Höhere  Geometrie  §  77) 

r  =  «  .  sin  2ß. 
Aufgabe  2.     Die  Fläche  der  Kardioide  zu  tiiulcii,  deren 
Gleichung  (s.  Figur  Höhere  Geometrie  §  05 1 

r  =  2a  (1  -h  cos  ß)  =  4a .  cos  -  .1  &. 
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Aufgabe  3.    Die  Schlinge  des  Cartesianischeii  Blattes  zu 
quadrieren,  dessen  Gleichung  (s.  Fig.  Höh.  Geom.  §  79) 

Sa.  sin ß.  cos ß da.tgß 

^  ^  sin  '^ß  4-  cos  "^ß  "^  (1  -f  tg  ^ß) .  cos  ö  ■ 

Auflösung  1.     Es  ist  für  alle  vier  Schleifen  (§  210) 

^  =  ^a-ji. 
Auflösung  2.     Es  ist  (§  210) 

^  =  6n^x. 
Auflösung  3.     Man  findet,  tgß=i(  gesetzt  (§  199,  2), 

^  =  f  a^ 

239. 

*  Wir  haben  in  §  222  nach  der  Infinitesimalmethode  die 
Fläche  einer  Orthogonalkurve  als  aus  Elementarrechtecken 
zusammengefügt  fingiert,  bei  denen  nur  die  eine  Dimension, 
die  Grundlinie  dx,  unendlich  klein,  folglich  jedes  Element  ein 
unendlich  Kleines  erster  Ordnung  ist  und  sie  durch  Integral- 
rechnung summiert.  Nach  derselben  Methode  kann  man  die 
ganze  Fläche  aber  auch  als  aus  Elementarrechtecken  zu- 
sammengesetzt fingieren,  bei  welchen  sowohl  Grundlinie  als 
Höhe  unendlich  klein  und  mithin  jede  Elementarfläche  ein 
unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  ist.  Ebenso  kann  man 
einen  Körper  aus  geraden  Prismen  zusammengesetzt  denken, 
deren  Länge,  Breite  und  Höhe  unendlich  klein,  folglich  jeder 
Elementarkörper  ein  unendlich  Kleines  dritter  Ordnung  ist. 
Da  nun  diese  Betrachtungsweise  auf  sogenannte  Doppel-  und 
Dreifach -Integrale  führt  und  dieselben  in  der  Anwendung  der 
Integralrechnung,  namentlich  auf  Mechanik  und  Physik,  nicht 
zu  vermeiden  sind,  so  wollen  wir  hier  versuchen,  den  An- 
fänger durch  leichte  geometrische  Beispiele  auf  diese  subtile 
Sache  vorzubereiten.     (Vergl.  §  65.) 

240. 

•^  Man  kann  das  Differential  eines  Rechtecks,  AI),  dar- 
stellen durch  . 

d^  =  dx .  dy 


253 


und  sich  das  ganze  Rechteck  als  aus  solchen  Elementarrecht- 
ecken  bestehend  denken,  wo  Grund- 
linie und  Höhe,  dx^  dy,  beide  unend- 
lich klein  sind. 

Um  nun  anzudeuten,  dass  diese 
Elementarflächen  erstlich  in  der  Aus- 
dehnung von  A  nach  C,  d.  i.  von 
y  =  0  bis  y  =  h  und  dann  die  er- 
haltene unendlich  schmale  Schicht  AC  in  der  Ausdehnung  von 
A  nach  B,  d.  i.  von  a;  =  0  hin  x  =  h  genommen  werden  soll, 
bedürfen  wir  zweier  Summen-  oder  Integralzeichen.  Man 
schreibt  nämlich 

X  =b     y=h 

d.vdy, 


a;=0     y  =  0 

und  um  dieses  zweifache  oder  Doppelintegral  zu  finden,  inte- 
grieren wir  erst  in  Bezug  auf  y,  dann  ist 

=  \dx .y  -\-  C. 


f^-l'H"'- 


Wird  dies  erste  Integral,  wie  gefordert,  von  */  =  0  bis  y  =  h 
genommen,  wonach  die  Konstante  C  überflüssig  ist,  so  hat  man 


z  =  \dx .h  =^\]i .  dx. 


Unter  dem  zweiten  Integralzeichen  steht  jetzt  das  un- 
endlich schmale  Rechteck  AC'.  Integrieren  wir  jetzt  in  Bezug 
auf  x  und  zwar  von  x  =  {)  bis  x  =  h,  so  ist  richtig 

z^hh. 

Anmerkung-.  Weil  in  vorstehendem  Beispiel  x  und  y 
nicht  voneiimnder  abhängen,  so  hätte  man  auch  in  umge- 
kehrter Ordnung,  erst  in  Bezug  auf  x  und  dann  in  Bezug 
auf  7/,  integrieren  können.  Wäre  aber  y  von  ./-,  folglich  auch 
das  Wachstumbestreben  der  Ordinate,  nämlich  dy  von  x  ab- 
hängig (§  62j,  und  also  auch  hi  den  Elementarrechtecken  dx, 
dy  keineswegs  gleich  gross,  so  muss  man  notwendig  erst  in 
Bezug   auf  die   abhängige   Grösse   integrieren.      Wollte   mau 
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z.  B.  nach  obiger  Formel  dz  =  dx.  dy,  die  Fläche  des  Dreiecks 
ABD  berechnen,  so  ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie  AD 

h 


y 


dann  ist  ^ 


y  X         y 

dxdy  =  \dx\äy  =  \  ydx. 


0  0  0  0  0 

Da  nun  hier  y  von  x  abhängt,  eine  Funktion  von  x  ist,  so 
muss  man  diese  statt  y  substituieren.  Diese  erste  Integration 
giebt  uns  ein  von  mn  =  y,  also  auch  mittelbar  von  Au  =  x, 
abhängendes  unendlich  kleines  Rechteck  mu,  nämlich 


X  X 

b  hj 


b^ 

0  0 

Integriert  man  jetzt  in  Bezug  auf  x,  so  ist 

h 


2h 


x'^-^a 


Nimmt  man  dies  Integral  von  x  =  0  bis  x  =  b,  so  ist 


z  =  ^hh. 


241. 

:f:  In  Betreif  der  Polarkurven  kann  man  das  Differential 
der  Fläche  statt  durch  ein  unendlich  Kleines  erster  Ordnung, 
nämlich  durch  ein  Dreieck,  dessen  Höhe  unendlich  klein  ist, 
auch  folgendermassen  durch  ein  unendlich  Kleines  zweiter 
Ordnung  ausdrücken. 

Es  sei  A  der  Pol,  AM,  AN  zwei  Leit- 
strahlen, die  den  mit  der  Einheit  beschrie- 
benen unendlich  kleinen  Bogen  dO  zwischen 
sich  fassen.  Ferner  sei  A»i  =  (),  also  arci>m 
=^Q.d&;  ferner  mm'-^dQ,  dann  ist  die  un- 
endlich kleine  als  Rechteck  zu  betrachtende 
Elementarfläche  mni'n'n  das  Differential  und 
=  odf) .  dn.     Mithin 


■J  /'■ 


QdOdg. 
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Man  integriert  nun  erst  in  Bezug  auf  q  von  q  =  0  his  Q  =  r. 
Ist  dann  r  eine  Funktion  von  &  {r=f&),  so  muss  diese  statt 
r  gesetzt,  und  dann  in  Bezug  auf  &  integriert  werden. 

Die  erste  Integration  giebt  uns  die  Summe  aller  in  der 
Richtung  des  Leitstralils  vom  Pol  bis  .an  die  krumme  Linie 
aufeinander  folgenden  Elemente,  welche  zusammen  ein  Dreieck 
bilden,  dessen  Grimdlinie  =r  und  dessen  Höhe  =rcl&,  näm- 
lich wie  in  §  236 

de. 


f- 


Wollte  man  nach  dieser  Formel  z.  B.  den  Inhalt  eines 
Kreises  berechnen,  dessen  Radius  ^a,  so  hat  man,  weil  hier 
a  von  ß  unabhängig  ist, 

z  =  ia^  I  dO  =  xcr 


Sechzehntes  Buch. 


ßektifikatioii  krummer  Linien. 


242. 

Jjei  der  Bereclinung-  irgend  eines  Quantums  (Fläche,  Linie, 
Volumen  etc.)  kommt  es,  wie  schon  bemerkt,  zunächst  immer 
nur  darauf  an,  das  Diiferential  der  zu  berechnenden  Grösse 
zu  finden,  um  dann  durch  Integration  die  Grösse  selbst  zu 
haben.  Die  Integration  kann  man  in  solchem  Falle  immer 
als  eine  Summation  betrachten,  das  Diiferential  aber  findet 
man  entweder  nach  der  Grenzmethode  (indem  man  erst  die 
Derivierte  sucht)  oder  direkt  und  bequemer  nach  der  Infini- 
tesimalmethode, 

AVir  haben  beiderlei  Wege  im  vorhergehenden  so  um- 
ständlich bezeichnet,  dass  wir  es  in  methodischer  Hinsicht 
jetzt  für  besser  halten,  den  Anfänger  zum  Gebrauch  seiner 
eigenen  Kraft  aufzufordern.  Denn  etwas  ganz  anderes  ist 
es,  die  Infinitesimalrechnung  selbständig  anzuwenden,  was 
eigenes  Nachdenken  erfordert,  als  sie  bloss  zu  verstehen. 
AVir  wollen  zu  dem  Ende  das,  was  gefunden  werden  soll, 
in  Aufgaben  kleiden,  damit  der  Anfänger  erst  selbst  über 
die  Lösung  nachsinnen  kann. 

243. 

Aufgabe  1.     Es  sei  allgemein 

die  Gleichung  einer  krummen  Linie.    Man  sucht  eine  Formel, 
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nach  welcher  man  die  Länge  eines  Bogens  MoM  =  s,  dessen 
Endpunktsabscissen  APo  =  a-Q  und  K?  =  x  gegeben  sind,  be- 
rechnen kann. 

Auflösung.  Um  zuerst  das  Diffe- . 
rential  des  Bogens  s  zu  finden,  lassen 
^^i^  die  Abscisse  AP  =  x  \ym  PQ  = /\x 
wachsen,  alsdann  wächst  die  Ordinate 
MP  =  ?/  um  XE  =  Ay  und  der  Bogen 
Mo]yi  =  s  um  arc^Ds=A?. 

Es  ist  nun  arc  MX  >  MX  und  arc  :\rX  <  MT  +  XT,  oder, 

weil    die    Sehne    WS^  =X /\x- -\- Ay- =  Ax\/ \ -\- - — s    und 

dy 
weil  RT^ A3?.tgT  =  Aaj—  ist,  so  ist 

dx 


MT 


=  y Ax'  +  Ax'-'^^-  XT  =  RT-XR=Aa:-^-A2/; 


A.>A..lA^ 


A.s<A..]A71;+A.-;|-A.y; 


As^  l/j    ,    Ar 


>V1  + 


/\x        r  Aa^" 


As      -tL    ■   dy-      dy      Ay 
Aa;       r      "^  dx-  "^  dx       Ax ' 

Lassen  wir  jetzt  Ax  bis  zu  XuU  konvergieren,  so  wer- 
den beide  Ausdrücke  (zT^ischen  welchen  die  Derivierte  liegt) 
gleich,  und  es  ist 


ds 
dx 


:-V^.  «na  ..ü  2-r<^, 


ds  =  Vl  +  {f'x)-.dx. 


*   Weil  ein  unendlicli  kleiner  Bogen  mit  seiner  Sehne  genau 

Lübsen,  Infinitesimal- Rechnung.    7.  Aufl.  27 
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zusammenfällt,*)  so  hat  man  aus  dem  cliarakteristisclien  Drei- 
eck für  das  Differential  des  Bogens  unmittelbar  (§  70) 


ds  =  -Vclx"  +  dy-  =y  1  +  ~^.  •  dx. 

Substituiert  man  hierin  das  von  x  abhängige  Wachstum- 
bestreben der  Ordinate,  cly  =  f'  x.  dx,  so  ist 


ds  =  -^dx"  4-  (f  xj .  dx^  =  Vi  +  (/■'  xf .  dx, 

X 

s  =  V\/l^{fxf.dx. 

Hier  finden  nun  wieder  dieselben  Schlüsse  statt,  wie  §  224. 
Die  aufeinander  folgenden,  ihrer  verschiedenen  Lage  halber 
aber  auch  hier  keineswegs  gleichen  Differentiale  des  Bogens 
sind  nämlich 


Vl-^ifxJ.dx,  -Vl-}-[f{x^-\-dx)]'.dx,  Vl  +  [f{x^^2dx)f.dx 

etc. 

244. 
Aufgabe  2.   Die  Parabel  zu  rektifizieren,  deren  Gleichung 
y^  =2JX. 


*)  Dem  §  66  dafür  angegebenen  Grunde  fügen  wir  noch  folgendes 
hinzu:  Denkt  man  sich  eine  beliebig  gebrochene  Linie  durch  die  Be- 
wegung eines  Punkts  beschrieben,  so  treten  hierbei  zweierlei  Vorstel- 
lungen auf:  1.  die  rein  progressive  oder  geradlinige  Bewegung  und 
2.  Richtungsänderung.  Denken  wir  uns,  statt  des  beschreibenden  geo- 
metrischen Punkts,  weil,  als  Negation,  ganz  objektlos  und  für  sich  allein 
gar  nichts  vorstellbar,  das  unteilbare  Element  einer  geraden  Linie,  so 
kann  dieses,  der  Unteilbarkeit  halber,  ebenso  wenig  eine  Richtung  an- 
geben, als  ein  sogenannter  geometrischer  Punkt  oder  eine  Kugel.  Soll 
nun  dieses  Element  sich  bewegen,  so  muss  es  nach  dem  Gesetze  der 
Stetigkeit  zuerst  notwendig  rein  progressiv  in  die  Stelle  eines  unmittel- 
bar anliegenden  unteilbaren  Elements  kommen,  und  wir  haben  jetzt  eine 
unendlich  kleine  gerade  Linie.  Bei  weiterer  Bewegung  kann  nun  das 
Element  seine  Richtung  bedeutend  oder  auch  wenig  ändern  (Spitzen, 
Schnabel,  Wendungspunkte  etc.).  Soll  also  das  unteilbar  gedachte  Ele- 
ment eine  knimme  Linie  beschreiben,  so  muss,  damit  es  aus  der  Stelle 
kommen  kann,  die  progressive  Bewegung  der  Richtungsänderang  not- 
wendig vorhergehen  und  wir  können,  in  die  Leibniz'sche  Anschauungs- 
weise eingehend,  eine  krumme  Linie  unmöglich  anders,  als  ein  Vieleck 
von  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Seiten  definieren. 
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Auflösung.     Man  liat  liier  2ycly=^p(lx,  woraus 

^  =  iL     und     ^  =  iL 
(Ix      2y  dx^       ■ix'' 


^v 


1  +  ^  •  äx. 

4:X 


Setzt  man  nach  Caucliy 


so  ist 
und 


V'  + 


X 


ix 


s:^=\t  .dx  =  tx  —  Lc .  fW, 

C    dt 


s=.tx-^J^^,  also  (§  206,  3;  §  207,  1): 
s^=tx  —  -lp.l[ ;rT~f  ]  = 'ix -\- -Ip .V 


t+l 


t—ir 


V' 


s  =  x.\/\+j^  +  -lV.l 


lA 


+£+• 


V'+fe-> 


Soll  das  Integral  im  Scheitel  anheben,  so  ist  keine  Konstante 
nötig,  indem  es  für  rr  =  0  von  selbst  verschwindet.  Dies  folgt 
aus  §  80,  oder  auch  aus 

s  =  yx'^\px+lp.l--==^d.=^—=,  d.  1. 

s  =  V?T)]^  +  h>  ■  l  (Vy/  +  1  +  Vf )• 

Anmerkung.    Man  kann  auch,  wenn  es  leichtere  Rech- 
nung giebt,  alles  durch  y  ausdrücken.     Aus 

y-  =--2)x  folgt 
2ydy=pdx,  also 

-^  =  T-o-     und     dx=-^-'  dy, 
dx^       4y"  p      •^' 

1 


s  =  -^\\y-  +  iy'.dy. 


17 
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hr 


Setze  Vj^'  +  4?/"-  =  2hj,  so  ist  y-  =  ,_     und 


wobei  keine  Konstante  nötig-  ist,  wenn  das  Integral  im  Scheitel 
(2/  =  0)  anheben  soll. 

245  a. 

Aufgabe  3.     Die  C3'kloide  zu  rektifizieren. 
Auflösung.     Die  Gleichungen  dieser  Linie  sind  (§  156) 
x^rS  —  rsinö,  also  äx^r{\  —  cosß)dß, 
y  =  r  —  r  cos  0,  also     dy  =  r  sin  0d&, 
dx-  +  dy-  =  2r-  (1  —  cos  6») .  dß-, 
ds-  =  4:r-ü\i-\ß.dß-, 

s  =  2)-  [sin  -Iß  .dß  =  —  4r  cos  W  +  C. 
t' 
Soll  das  Integral  für  0  =  0  verschwinden  (anheben),  so 
niuss  C=  4r  sein,  daher 

5  =  4r  (1  —  cos  \ß)  =  8r  sin  -\ß. 
Setzt  man  ß  =  2jr,  so  ist  die  Länge  der  ganzen  Cykloide 
=  8r. 

245  b. 

Aufgabe.    Die  Hj'pocykloide  zu  rektifizieren,  deren  Glei- 
chung (s.  Figur  §  232) 

y  =  {a^-xh^. 
Auflösung.     Man  setze  a:;  =  asin^0,  so  ist  t/  =  acos^0 
und  ds^="Htü\\2ßdß.     Mithin  für  alle  vier  Quadranten 

s  =  6a.lsin20.6?6>  =  6a. 


Jsi. 


0 

246. 


Aufgabe  4.     Die  Kettenlinie  zu 
rektifizieren.     Ihre  Gleichung  ist 


e    -\-  e 
y  =  a ^ 
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Auflösung.     Man  hat  hier 

VI 


(ls  = 


14- 


e    -\-  e 


dx, 


,  •  dx, 


e    — e 
a TT- 


Vr-a^. 


Die  Länge  eines  Bogens,  BM,  dieser  Linie  lässt  sich  also 
genau  durch  eine  gerade  Linie  darstellen  (rektifizieren).  Steckt 
man  nämlich  die  End-Ordinate  MP  =  ?/,  als  Hypotenuse,  von  B 
nach  D  ab,  so  ist  AD  =  "VV-  —  fr  =  arcBM.    Denn 

2a;  2x\ 


y- 


a- 


2  +  e 


-•>  o  ^'^   \      a      ]     et     \  a 


4ft-       a- 


,  /    o  o  <-"  a  a 


247. 

Aufgabe  5.     Die  logarithmische  Linie  zu  rektifizieren. 
Ihre  Gleichung  ist 

y  =  a.  Ix. 

Auflösung.     Hier  ist 


¥( 


1  H — 7,]-dx. 
X-' 


Man  setze 


V'+x-: 


s  =  zx  —  a 


z,  so  ist  x 
dz 


a 


Vz'—l 

=  va^ -\-x^  —  al  I  — ' ■ 1  +  ^• 


Vz'-l' 

und  (§  207,  1) 
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Soll  das  Integral  von  x  =  0  anlieben,  so  ist  die  hinzu- 
zufügende Konstante  C=  oo. 

248. 

Aufgabe  6.     Es  ist  eine   krumme   Linie   durcli  Polar- 
koordinaten gegeben,  nämlich  allgemein: 

r  =  f(e). 
Man  sucht  eine  allgemeine  Formel,  nach  welcher  mau  die  Länge 
eines  bestimmten  Bogens  berechnen  kann.     (Figur  §  236.) 

Auflösung.     Das  Diiferential  des  Bogens  ]\loM  =  s  ist 
hier  ofienbar  ds^Vclr--\-r-dd-.  daher 

249. 


de- 


Aufgabe  7.    Die  Archimedische  Spirale  zu  rektifizieren, 
deren  Gleichunof 


Auflösung.     Hier  ist  -tt^  =  -;;-,  mithin 

dß       2jc 


^=l^^i+«-^"«- 


1 


Setze  Vl-\-e-  =  te,  so  ist  6>-  =  Ty^^  und 

2jc       ^  e-     ,r  dt 


250. 
Aufgabe  8.     Die  Exponentialspirale  zu  rektifizieren: 
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Auflösung.     Man  hat  hier  -jf.  =  ^^i  daher 


=  V2 


2.JA., 


01/ 


V2  4-C=rT^+C. 


Nehmen  wir  dies  Integral  von  6  =  —  co  bis  (9  =  0,  oder 
von  r  =  0  bis  r  =  1 ,  so  findet  man  für  die  Länge  alle  un- 
zähligen sich  immer  näher  um  den  Pol  lagernden  Windungen 
eine  endliche  Grösse  =V2. 


Siebzehntes  Buch. 


Kubatur  der  Rotationskörper. 


251. 

Aufgabe  1.     Es  sei  allgemein 

die  Gleichung  einer  krummen  Linie.    Es  wird  eine  allgemeine 
Formel  gesucht,  nach  welcher  man  das  Volumen  des  Körpers 

(Rotations-  oder  Eevolutionskörpers) 
berechnen  kann,  welcher  durch  eine 
ganze  Umdrehung  der  bei  P^,  P 
rechtwinkligen  Figur  M^PoPM  um 
PqP  als  Achse  beschrieben  wird.  Es 
sei  APo  =  a:Q,  AP  =  a:. 

Auflösung.  Um  zuerst  das 
Differential  des  Volumens  V  zu  fin- 
den, lassen  wir  AP  =  jc  um  PQ=Aic 
wachsen,  alsdann  wächst  das  Volumen  um  das  cylinderförmige 
Stück  MG  =  aV  und  es  ist,  indem  wir  durch  y  ^  e  eine  mitt- 
lere Ordinate  zwischen  MP  =  ?/  und  NQ=  ?/4-Ay  bezeichnen, 

AV  =  JT  (?/  +  f )-.  A^, 
AV 


Ax 


=  jt{y  +  ef. 


Lassen  wir  nun,  um  auf  die  Deri vierte  zu  kommen,  /\x^ 
bis  zu  Null  abnehmen,  so  verschwindet  gleichzeitig  auch  £ 
und  wir  haben 
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dV  =  jty-(lx  =  :it  [f{x)]-dx, 

:?:  Nach  der  Iiifiuitesimalmetliode  ist  für  ein  imendlicli  kleines 
PQ  =  ^x  der  Bogen  ^IN  gerade  und  das  unendlich  kleine 
Stück  MG  des  Körpers  ein  abgekürzter  Kegel,  dessen  Inhalt 

=  —^[y-  +  y(y-{-äy)  +  iy^(W]  oder  weil  in 

je  dcc 

-^{Sy''-i-Sydy-\-dy-),    Sijdy -^  dy-    gegen    3^-    wegfallen 

müssen,  das  gesuchte  allgemeine  Diiferential 
dV=  jiy-dx  =  jc  .  [fix)]- .  dx. 

252. 

Au%abe  2.  Das  Paraboloid  zu  berechnen,  welches  ent- 
steht, indem  sich  ein  Parabelbogen,  AM,  um  die  Achse  AP  =  x 
dreht.     Die  Gleichung  sei 

if=2)x. 

Auflösung.     Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

X 

V  =  rr  wx .  dx  =  -^2)X-  =  —  •  jry'-. 

0 

Das  Paraboloid  ist  also  genau  halb  so  gross,  als  ein  Cylinder, 
dessen  Höhe  AP  ^=  x  und  dessen  Radius  MP  =  y  ist. 

253. 

Aufgabe  3.     Eine  Ellipse   dreht   sich   um  ihre  grosse 
Achse,  man  soll  das  dadurch  bescliriebene  längliche  Ellipsoid 
berechnen.    Die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse  ist 
a'-y-  -\-  h'-x-  =  a-lr. 

Auflösung.     Man  hat  hier 

+  a 

V=  ^  {{d'  —  x"-)  dx  =  ijtah-\ 
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Will  man  das  abgeplattete  Ellipsoid  haben,  welches  durch 
Rotation  um  die  kleine  Achse  entsteht,  so  ist 

+  6 


y^^l  ^J2  _  ^2^  ^y  ^  i^^^^^ 


254. 

Aufgabe  4.  Den  Körper  zu  berechnen,  der  durch  Um- 
drehung" der  Cykloide  um  ihre  Achse  entstellt.  Ihre  Gleichungen 
sind  (§  156): 

x^rO  —  r  sin  ö, 

y^r{l  —  cos  0). 

Auflösung.     Hier  ist  dx^r{\  —  cos  6)  de,  mithin 
V=  jrr-^  j  (1  —  cos  0)^  clS  =  8jrr  |  sin%0 .  dß, 

Y=  jcr^  ^(—  J-  cos  36>  + 1  cos  26>  —  V  cos  6>  +  V)  f^®? 

\=  jr,-^  (—  yV  sin  30  +  f  sin  20  —  if  sin  6>  -f- 1  &). 

Soll  das  Integral  von  0  =  0  anheben,  so  ist  keine  Kon- 
stante erforderlich,  soll  es  dann  bis  0  =  2jr  genommen  werden, 
so  hat  man  für  den  ganzen  Körper  (Anmkg.  §  232) 

255. 

Aufgabe  5.  Den  Körper  zu  berechnen,  der  durch  Um- 
drehung der  logarithmischen  Linie  entsteht: 

y  =  a.  Ix. 
Auflösung.     Man  hat  hier 

X 

Y=jta"(([xYdx  und  (§  202), 

0 

Y=  jta-x[{lxy-  —  2Ix  +  2]. 

Nimmt  man  x-=  1,  so  ist  das  Volumen  des  beschriebenen 
Körpers,  obgleich  von  unendlicher  Ausdehnung,  doch  nur 
=  2jr«-. 
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256. 


*   Um  scliliesslicli  noch  eine  allgemeine  Formel  anzng-eben, 
nach  welcher  man  auch  solche  Körper  berechnen  kann,  welche 
nicht   durch   Rotation   entstanden 
sind,    für   deren   Oberfläche   aber 
eine  Gleichung 

e  =  F  (x,  y) 

gegeben  ist,  und  wo  x,  y  absolut, 
z  aber  die  abhängig  veränderliche 
Grösse  ist,  überlege  man  folgendes: 
Es  sei  APo  =  3?Q  und  durch  Pq 
parallel  mit  der  Ebene  der  yz  eine 

Ebene  gelegt,  so  lässt  sich  der  Flächeninhalt  des  Durchschnitts 
MqNqPo  finden.  Setzt  man  nämlich  in  der  Gleichung  für  die 
Oberfläche  des  Körpers 

z  =  Y{x^,y) (i) 

in  welcher  nun  x^  konstant  bleibt,  für  y  alle  möglichen  Werte, 
welche  die  Gleichung  (1)  zu  nehmen  gestattet,  so  ist  diese 
Gleichung  nichts  anderes  als  die  Gleichung  der  krummen  Linie 
M(jNq,  in  welcher  die  mit  j'Az  parallele  Ebene  die  Oberfläche 
des  fraglichen  Körpers  schneidet.  PqNo  ist  hier  gleichsam  die 
Abscissenachse. 

Setzt  man  in  (1)  ?/  =  0,  so  erhält  man  die  Ordinate 
^  =  F(a;o,  0)  =  MoPo;  setzt  man  2/  =  PoQj  so  wird  die  Ordi- 
nate z  =  Y{Xq,  PjjQ)  =  SQ  u.  s.  w.    Der  Inhalt  dieser  Durch- 

y 

Schnittsfläche  ist  also  =    F(a;o,y)(??/   und   wo   das  Integral 

0 

innerhalb  der  Grenzen  0  und  y  oder  auch  von  ^o^^oQ  ^^^ 
y  =  PqQi  genommen  werden  kann. 

Für  diese  äusserste  Grenze  von  y  können  nun  aber  zwei 
Fälle  stattfinden.  Sie  kann  nämlich  erstens  durch  die  Natur 
der  Gleichung  (1)  bestimmt,  d.  h.  eine  Funktion  von  dem 
jedesmaligen  x  sein,  oder  man  kann  zweitens  eine  beliebige 
Funktion,  y=^rp(x)  annehmen. 

Ist  nun  AP^^.x-  und  denkt  man  sich  das  Tntervall  x  —  Xq 
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in  w  gleiche  Teile  geteilt,  setzt  -  =  Ax,  so  sind  die  von 

Xq  bis  X  aufeinander  folgenden  Durclinittsfläclien  offenbar 
y  y  y 

\f{Xq,  y)dy;   \F{x^-{-Ax,  y)clij;....    [f[x^-\-  {n—  1)  Aa?,  y]  dtj, 

wo  aber,  wie  gesagt,  die  Grenzen  dieser  Integrale  keineswegs 
dieselben  sind. 

Die  Summe  aller  zwischen  diesen  Durchschnittsflächen 
liegenden  Stücke  des  Körpers  von  x^y  bis  x,  welche  man  als 
Prismen  von  der  Höhe  Ax  betrachten  kann,  ist  näherungs- 
weise 

\\F{x^,y)dy+\FixQ+Ax,y)dy-h..+  \^^^ 

Denkt  man  Ax  unendlich  klein  =  dx,  so  ist  das  Volumen 
des  Körpers  von  Xq  bis  x  ganz  genau 

X  y 

oder,  wie  man  zu  schreiben  pflegt, 

■''      y  ^         y 

V  =        F  (ä;, i/) dxdy  =^\dx.\F  (x,  y)  dy. 

257. 

^  Man  integriert  also  erst  in  Bezug  auf  y  innerhalb  der 
bestimmten  Grenzen,  indem  man  x  als  konstant  betrachtet. 
Multipliziert  man  das  gefundene  Integral  mit  dx,  und  inte- 
griert aufs  neue  in  Bezug  auf  x  innerhalb  der  bestimmten 
Grenzen,  so  hat  man  das  bestimmte  Doppelintegral.*) 

Anmerkung.  Kann  man  für  jedes  x^x^^,  Xq-\- Ax, 
Xq-\-2Ax  etc.  das  y  immer  innerhalb  derselben  Grenzen  y^,  y^ 
nehmen,  so  bildet  das  berechnete  Volumen  einen  prismenartigen 


*)  Wenn  F  (x,  y)  für  beide  Grenzen  stetig  ist  und  kein  Zeichen- 
wechsel stattfindet,  so  kann  man  offenbar  auch  die  Integrationsordnung 
umkehren,  d.  h.  erst  in  Bezug  auf  x  und  dann  in  Bezug  auf  y  integrieren- 
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Körper,  der  oben  von  einer  krummen,  seitwärts  aber  von  vier 
ebenen  Flächen  begrenzt  und  dessen  in  der  Ebene  der  xy 
liegende  Grundfläche  ein  Rechteck  (die  Projektion  von  der 
obern  krummen  Fläche)  ist,  dessen  Länge  =x  —  a-^  und  dessen 
Höhe  ij^  —  Vo- 

Kann  man  aber  zu  jedem  x  das  y  nicht  innerhalb  der- 
selben Grenzen  nehmen,  was  z.  B.  nicht  möglich  ist,  wenn 
auch  die  den  Körper  begrenzende  Seitenfläche  krumm  wäre, 
weil  dann  auch  die  in  der  Ebene  der  xy,  liegende  Grund- 
fläche kein  Eechteck,  sondern  ganz  oder  teilweise  von  einer 
krummen  Linie  begrenzt  ist;  alsdann  sind  zwar  die  Grössen 
X,  y  noch  immer  unabhängig  veränderlich,  jedoch  die  Grenz- 
werte der  einen  von  denen  der  andern  abhängig.  Dieser 
die  Integration  oft  sehr  erschwerende  Umstand  muss  bei  der 
Bestimmung  des  Doppelintegrals  wohl  beachtet  werden,  wie 
schon  folgendes  Beispiel  zeigt. 

258. 

^   BeispieL     Es  sei  die  Gleichung  für  die  Oberfläche  des 
Körpers 

z  =  -}^r-  —  x-  —  y- (i) 

so  hat  man  hier 

Sieht  man  nun  erst  x  als  konstant  an  und  setzt  der  Kürze 
halber  r-—x-  =  Q-,  so  ist  (§  226) 

V  =  dx  I  \y  V()'-  —  y-  +  4,()-  arc  sin  ^  l . 

Man  sieht  aus  der  gegebenen  Gleichung  (1),  dass  für  y 
kein  grösserer  Wert  gesetzt  werden  darf  als  o  =  Vr-  —  x-, 
weil  sonst  z  imaginär  würde.  Ist  also  AP  =  x,  so  kann  man 
das  erstere  Integral  nur  nehmen  von  2/==0  bis  ?/  =  ()=V?"  —  x^ 
=  PN  und  hat  dann  die  Fläche  des  mit  der  Ebene  der  yz 
parallelen  Schnittes  MNP. 

Für  y  =  0  verschwindet  das  Integral  und  für  y^=Q  hat 

man  die  Fläche  des  Durchschnitts  =|()---,  mithin  ist,  für 
Q  seinen  Wert  zurückgesetzt, 
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\=\dxA  (r-  —  ^■)  ^  =  17  ('■■  —  ^^)  ^^^^ 

Jt  (  .-,        x^ 

Lässt  man  dieses  IntegTal  von  x  =  0  anheben  und  nimmt 
es  bis  x  =  r,  und  weiter  kann  es  sich  wegen  Gleichung  (1) 
nicht  erstrecken,  so  ist 


Wir  haben  von  dem  ganzen  Körper,  dessen  Oberfläche 
durch  die  Gleichung  (1)  gegeben,  nur  den  Teil  gefunden, 
welcher  in  dem  einen  der  acht  dreiflächigen  Koordinaten- 
winkel liegt.  Aus  dem  doppelten  Vorzeichen  der  Ausdrücke 
für  z  und  q  ersieht  man  aber  leicht,  dass  die  Teile  des  Kör- 
pers in  den  übrigen  sieben  Winkeln  dieselbe  Grösse  haben. 
Es  ist  daher  mit  Rücksicht  auf  die  negativen  Koordinaten 

V=  — r^ 
3 

Man  hätte  auch,  um  gleich  die  obere  Hälfte  des  Körpers 
zu  finden,  erst  von  ?/  =  —  q  bis  ij  =  -\-q  und  dann  von  x=  —  r 
bis  x=-[-r  integrieren  können.  In  Zeichen  (Vr- — x-=q  gesetzt) 


dx .  V(r-  —  X-)  —  if- .  äy. 


259. 

*   Aufgabe.    Es  ist  die  Gleichung  eines  Paraboloids  (Höh. 

Geometrie  §  136) 

p 

gegeben  und  in  der  Ebene  der  xy  aus  dem  Anfangspunkt  A 
mit  einem  Radius,  q,  ein  Kreis  beschrieben.  In  der  Peripherie 
denke  man  sich  auf  der  Ebene  der  xy  eine  senkrechte  Cylinder- 
fläche  errichtet  und  bis  an  die  Fläche  des  Paraboloids  gehend: 
man  sucht  das  Volumen,  welches  von  beiden  Flächen  und  von 
der  Basis  (Kreis)  eingeschlossen  wird. 
Auflösung.     Man  hat  hier 
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0  0 

X 

0 

Für  i/  =  0  wird  das  erste  IntegTal  Null  und  für 
i/  =  V()-  —  X-  ist 

9 

0 

3jjV^  Jo-  V()-  —  X- .  dx  -\-  2x-  \q-  —  X-  .dx\. 

0 

Setzt  man  x  =  Q^m(p^  mithin  dx  =  q  cos  (p  .  drp  und  die 
entsprechenden  neuen  Grenzen  ^  =  0  und  <p^=^-jt,  so  ist,  mit 
Rücksicht  auf  die  Anmerkung  in  §  232 


Q-  Vq-  —  x- .  dx  =  Q^  cos-  ^dg)  =  C>*  •  Y ' 


2  p?-  V()-  —  X- .  dx  =  2q*  [  (sin  V  —  sin  'cp)  dcp  =  \q^-~, 

0  •  0 

mithin  V=-7r-,  oder  für  alle  vier  Quadranten 

2p- 

Anmerkung:.  Die  auf  der  Ebene  der  xy  nach  dem 
darin  um  A  als  Leitlinie  beschriebenen  Kreise  gekrümmte 
senkrechte  Cylinderfläche  des  fraglichen  Körpers  schneidet 
hier  die  andere  Seitenfläclie,  welche  zugleich  auch  Seitenfläche 
des  Paraboloids  ist,  in  einem  gleichen  und  parallelen  Kreise 
(Avas  bei  einer  andern  Leitlinie  —  Ellipse,  Parabel  etc.  — 
oder  andern  Oberfläche  nicht  der  Fall  wäre).  Da  nun,  wegen 
der  vorgeschriebenen  Leitlinie,  immer  x'^  -\-y"  =  q^  sein  muss, 
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SO  ist  die  Höhe  unserer  Cylinderfläche  z^= — — —  =  — ,  niit- 

hin  das  Volumen  dieses  Cylinders  =  —  •  jtq'.  Zieht  man  hier- 
von den  oben  gefundenen,  das  Paraboloid  umgebenden  Körper 
ab,  so  findet  man  hier  auf  anderem  Wege  wieder  das  Volumen 

4 

des  Paraboloids  =  ^;^- ,   nämlich  halb  so  gross  als  der  Cy- 
2p 

linder. 

260. 

Aufgabe.     Das  Volumen  des  Ellipsoids  mit  drei  Achsen 
zu  finden.     Die  Gleichung  ist  (Höh.  Geometrie  §  138): 


Auflösung.  Man  hat  hier,  wenn  manl/ 1 -ö  =  q  setzt, 

a  i'Q         

0  0 

Setzt  man  y  =  ()sin9^,  mithin  dy  =  hg  cos  g).  dtp,  so  ist  (§  226,2) 
U/ C>-  —  |ö  •  ^2/  =  i(>"  COS  -cpdrp  =  hQ-  y-—^  +  i-cpj  =  h'  ■  4^r 

0  0 

a 

.  Y=2jthMl  —  ~^dx, 

0 

261. 

*  Die  Infinitesimalmethode  betrachtet  die  Körper  als  Summe 
unendlich  kleiner  Prismen  (Elemente),  deren  Grundfiäche  Eecht- 
ecke  =  dx .  dy,  deren  Höhe  =  d^,  deren  Inhalt  also  =  dx .  dy .  dz. 
Das  Volumen  des  Körpers  ist  dann  ausgedrückt  durch  das  drei- 
fache Integral 

dxdydz, 
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welches  nun  andeutet,  dass  die  unendlich  kleinen  Parallelepi- 
peden  nach  den  drei  Sichtungen  der  Koordinatenachsen  sum- 
miert werden  müssen.  Integriert  man  erst  in  Bezug  auf  ^, 
so  ist 


=JJ- 


zdxdy^ 


und  hier  bedeutet  nun  zdxdy  eine  aus  Parallelepipeden  be- 
stehende Säule,  deren  Grundfläche  das  unendlich  kleine  Recht- 
eck dx .  dy  und  deren  Höhe  z  ist.  Ist  die  Grenze  von  z  eine 
Funktion  von  x,  y  [also  z  =  Y {x,y\\,  so  muss  diese  jetzt  statt 
z  substituiert  werden,  alsdann  ist 


F  (a?,  y)  dxdy. 


Integriert  man  jetzt  in  Bezug  auf  y  von  y'=yQhis  y=y^. 
so  erhält  man  als  Summe  solcher  Säulen  eine  Schicht,  deren 
Breite  =  ?/i  —  y^,  deren  Dicke  =dx  und  die  mit  der  Ebene 
der  yz  parallel  läuft.  Integriert  man  drittens  in  Bezug  auf 
X,  so  erhält  man  alle  Schichten  von  x  =  Xq  bis  x  =  Xj^. 

262. 

^'  Das  Differential  für  das  Volumen  eines  Körpers  wird 
manchmal  auch  in  Polarkoordinaten  ausgedrückt,  indem  es 
hier  sowohl,  als  bei  der  Summierung  der  Flächenelemente 
gleichgültig  ist,  welche  Form  diese  Elemente  haben.  Die 
hier  verlangte  allgemeine  Formel  findet  man  am  leichtesten 
direkt.  Es  sei  nämlich  AM^r  der  vom  Pol  A  bis  zu  einem 
Punkt,  M,  des  Körpers  gehende  Radius  vector,  <p  der  Winkel, 
den  er  mit  der  Ebene  der  xy  macht  und  ?/'  der  Winkel,  den 
seine  Projektion  AQ  mit  der  Achse  AX  bildet;  denkt  man 
sich  von  M  ein  Perpendikel  MR  auf  die  Achse  AZ  gelallt, 
so  ist  MR  =  AQ  =  rcosr/:.  Denkt  man  mit  RM  aus  R  den 
unendlich  kleinen  Bogen  M>»  parallel  mit  der  Ebene  der  xy 
beschrieben,  so  ist  'Mm  =  rcoS(pdip.  Beschreibt  man  ferner 
mit  A]\I  -=  r  aus  A  und  in  der  auf  xy  senkrechten  Ebene  MAQ 
den  unendlich  kleinen  Bogen  M«,  so  ist  'Mn  =  r  .dff.  Denkt 
man  sich  aus  diesen  Elementen  die  rechteckturmige  Fläche 
MN«m  konstruiert   (deren  Inhalt  =  r-  cos  ffd(fdij^)   und   diese 

Lübsen,  IIl^lIlite^i^:al-Kel'bnung.    7.  Aufl.  Jg 
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wiederum  als  Grundfläche  eines  Prismas  von  der  unendlich 
kleinen  Höhe  ^dr,  so  hat  man  das  Differential  des  Körpers 
(lY  =  7"  cos  (p .  d(p  .  drp .  dr  (welches  also  ein  Stück  von  einer 
Kugelschale  ist),  und  für  das  gesuchte  Volumen 


V  =  r-  cos  (pdxpdipdr. 


Man  integriert  nun  erst  in  Bezug  auf  r;  ist  dann  r  eine 
Funktion  von  cp  und  ?/;,  so  muss  man  diese  Funktion  statt  r 
setzen  und  dann  in  Bezug  auf  ^p  und  (p  integrieren,  was  in 
der  Eegel  immer  auf  grosse  Weitläufigkeiten  führt.  Wollte 
man  z.  B.  nach  obiger  Formel  das  Volumen  einer  Kugel  be- 
rechnen, deren  Eadius  =  a  ist,  so  hat  man 


a 


Cf 


V=-^  cos  (pdq) .  dip 


Das  erste  Integral  giebt  uns  die  Summe  aller,  in  der 
Richtung  des  Eadius,  vom  Mittelpunkt  bis  zur  Oberfläche, 
aufeinander  folgenden  Differentiale  (Elemente),  welche  zu- 
sammen einen  pyramidenartigen  Körper  bilden,  deren  Höhe 
=  a  und  deren  Grundfläche  =a cos ^dg).ad^.    Es  ist  nämlich 

V^        -^  ■  a- cos  <pdrp  .  dtp. 

Integrieren  wir  jetzt  in  Bezug  auf  tp,  und  zwar  von  tp  =  0 
bis  7p  =  -lx,  so  erhalten  wir  einen  Körper,  dessen  Basis  eine 
Zone  von  der  Breite  a  cos  (pd<p  ist,  nämlich 

V^  —  •  a  —  •  a  cos  cpdxp, 

und  integrieren  wir  jetzt  von  95  =  0  bis  (p  =  ^jt,  so  erhalten 
wir  den  achten  Teil  der  Kugel,  nämlich 

^j        JCCV 

~6~' 


Achtzehntes  Buch. 


Komplaiiatioii  der  Rotationskörper. 


263. 

Aufgabe.  Es  sei  allgemem 
y  =  f{x) 
die  Gleicliiing'  einer  krummen  Linie,  welche  sich  nm  die  Achse 
AX  ganz  herumdreht  (s.  Figur  §  251).  Es  wird  eine  allge- 
meine Formel  gesucht,  nach  welcher  man  die  Fläche  z  be- 
rechnen kann,  welche  ein  Bogen,  M^M.  beschreibt,  dessen  End- 
punktsabscissen  XPq^Xq,  XV  =  x  gegeben  sind. 

Auflösung.    Um  das  Dilferential  der  Fläche  zu  finden, 
lassen  wir  die  Abscisse  AP  =  x  um  PQ  =  Ax  fliessen,  dann  ist 

die   Sehne   MN  =  V Ax- -\- Ay-  =  1/  1  +  ^^  •  /\x  und   die 
Fläche  des  abgekürzten  Kegels,  welche  diese  Sehne  beschreibt, 


mithin,  weil 

A?/=/Ya:)Ax+r(:r)-^  +  ...  =  [Ax)+r(x)-^+..jAx=5Ax, 
für  das  Wachstum  der  Fläche  z  nä her ungs weise 


A2  =  2mj  .yi+^  ■Ax±jte  Ax-^  l  + 


")  Wir  setzen  +  Ay,  je  naclidem  NQ  i^  MP. 

18' 
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Lässt  man  nun,  um  auf  die  Derivierte  und  dadurch  auf  das 
Differential  zu  kommen,  /\x  bis  zu  Null  konvergieren,  so  fallen 
Sehne  und  Bogen  zusammen  und  man  hat 


^  =  2.^|/1  +  ^, 


U  =  2xy^/l  +  ^^■dx, 


z=2jr\f{:x).'\/l  +  ^£.dx. 


*  Anmerkung.  Nach  der  Infinitesimalmethode  gelangt 
man  viel  schneller  zum  Differential.  In  dem  charakteristischen 
Dreieck    ist    die    mit    dem    Bogen    zusammenfallende    Sehne 

ds  =  '\/dx^  -f-  dy'^  =1/  1  +  ~/~7i '  f^-^?    mithin    die    beschriebene 

Kegelfläche  =  jr  {2y  +  dy) .  ds  =  2jryds  -jz^  -dy .  ds ,  oder  weil 
eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung,  dy.ds,  gegen 
die  erster  Ordnung  verschwindet,  ganz  einfach 


dz  =  2xy .  ds  =  2jrfix)  yi  +  ^  •  dx, 
z  =  2Jyds  =  2jf{,S)  y  1  +  ^  •  dx. 


dx- 


264. 


Aufgabe.  Ein  Parabelbogen,  AM,  dreht  sich  um  die 
Achse  AX;  man  soll  die  krumme  Oberfläche  des  beschriebenen 
Paraboloids  finden. 


Auflösung.     Aus  der  Gleichung  der  Parabel  y=^ypx 

-f  -V 

z  =  TiVp   (4.X'  -|-  ]))  -  dx, 


folgt  V7Tf  =  i^^^^^^>itM„ 


=  ^-(4x+j,)->C. 
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Soll   das  Integral   im  Scheitel  anheben,   also   für  x  =  0 
auch  ^  =  0  sein,  so  hat  man 

O^-^^'^  +  C,  mithin  C=  —  ~p-  und  daher 

^=f  [(-i^'+i^l^-ViT-/]. 

265  a. 

Aufgabe.    Die  Oberfläche  zu  finden,  welche  eine  Ellipse 
beschreibt,  indem  sie  sich  um  ihre  grosse  Achse  dreht. 

Auflösung.    Aus  der  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse 


w  =  —  y<i- — x^ 

a 


folgt  zunächst 


\       '    dx'  aVa'  —  x^ 


2jchC,-^ 


z  =  -^r  V«^  —  (a-  —  b-)  X- .  (Ix, 


2  = 

2jih 


^-  "V^rt*  —  e-x- .  dx, 
a-J 

Ijth      fi  /«*        o    7 
^5-  •  e    1/  ^  — X- .  dx. 
a-      J  V   e- 


z- 


Setzt  man  nun  -,  =  d-,  so  ist  (§  226,  2) 

z  =  "^—Y-  UsX  V«-  —  X-  -\-  kr  arc  sin— j  -f-  C', 
= 5 h?  1/  ^ — 7^  — «"H — 5 — 7^  arc  sm ^ +  C, 


z  =  — s~V«  —  ( «  —  0")  X'  H — ==  arc  sin 5 \-  C. 

a-  Va^  — i»2  a- 

Soll  die  Fläche  für  ä;  =  0  anheben,  so  ist  keine  Konstante 
nötig.  Für  x=^a  hat  man  die  halbe  Oberfläche  des  Ellipsoids. 
Die  ganze  ist  mithin 

z  =  2jr6-  H r^        •  arc  sin . 

Va-  —  b-  a 
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Wird  h  = 

a, 

,  so  findet 

man 

t  (§  80), 

dass 

arc  sm  — 

^2 

a 

0 

_  1 

Vcr- 

-b' 

0 

a 

und 

folglich  z- 

= 

4jr«-  ist. 

Anmerkung.  Kotiert  die  Ellipse  statt  um  ihre  grosse, 
um  ihre  kleine  Achse ,  und  solche  kommen  in  der  Praxis 
eigentlich  nur  vor,  so  ist 


x  =  jyb-  —  ij-, 


l)i 

Setzt  man  -, ^  =  nr  und  Vnr  -\-  y-  =  ty  etc.,  so  ist  (§  227) 


Soll  das  Integral  für  ^  =  0  anheben,  so  ist  keine  Kon- 
stante nötig.  Nimmt  man  das  Integral  von  y  =  0  bis  y  =  b 
und  verdoppelt  es,  so  hat  man  für  die  Oberfläche  des  ganzen 
abgeplatteten  Ellipsoids 

^     .   ,       2jtah-      Ja  +  Va^^  —  ¥ 
z=2jrn--\ ; =3  •  l ' 


Va-  —  b- 

Um  den  Wert  dieses  Integrals  für  den  Fall  zu  finden,  wo 
b  =  a  wird,  bemerke  man,  dass  (§  80)  für  b  =  a  der  Bruch 


[a  +  Va-  —  b- 


0  a'+aVa^  —  W 


Va-  —  b-  0       ab-^bWa^'  —  b-       ^^ 

in  —  übergeht  und  folglich  z  =  Ajicr  ist. 

a 

265b. 

Aufgabe.     Die  Fläche  zu  finden,   welche  die  um  ihre 
Achse  AA  rotierende  Cykloide  beschreibt. 
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Auflösung.     Aus  den  beiden  Gleichungen  (§  156) 
x  =  rß  —  r  siri  0, 
y=^r  —  r  cos  6 
folgt  f?s  :=  2r  sin  |0(?<9,  also  ist 


2=2jr 


7/f?s  =  8jrr- fsinn© .  f?0  und  (§  210) 


0 

32 


266. 


*  Um  schliesslich  noch  eine  allgemeine  Formel  zu  finden, 
nach  welcher  man  auch  die  Oberflächen  solcher  Körper  be- 
rechnen kann,  die  nicht  durch  Ro- 
tation entstanden,  für  deren  Ober- 
fläche aber  eine  Gleichung 

^  =  F{x,^J) 
gegeben  ist,  lasse  man  AP  =  x  um 
PP'=Aa?  und  Fm^y  um  mn=/\y 
wachsen,  und  bilde  das  Eechteck 
mm'n'n,  dessen  Seiten  Aoc,  Ay  sind. 
Legt  man  durch  die  Seiten  dieses  Rechtecks  Ebenen,  wovon 
zwei  mit  der  Ebene  yAz,  und  zwei  mit  der  Ebene  XAz  pa- 
rallel sind,  so  fassen  diese  vier,  auf  yAX  senkrechten  Ebenen 
von  der  fraglichen  Oberfläche  ein  krummlinig  begrenztes  Stück, 
MM'N'N,  zwischen  sich,  dessen  Projektion  auf  der  Ebene  der 
xy  offenbar  das  Rechteck  mm'n'n  ist. 

Lässt  man  nun  Ax,  Ay  bis  zu  Differentialen  konver- 
gieren, so  verwandelt  sich  das  erwähnte  Flächenstück  MM'N'N 
in  ein  geradlinig  begrenztes,  welches  man  als  Tangential- 
ebene des  Punktes  M{x,y,z)  und  als  das  Differential  (h  der 
gesuchten  Fläche  betrachten  kann. 

Heisst  nun  U  der  Winkel,  den  diese  Tangentialebene  mit 
der  Projektionsebene  yAX  macht,  so  ist  (Höh.  Geom.  §  107) 
ch .  cos  U  =  dx .  ily 

und  da  nun  (§  183)  cosU  =  — -  ^  ^,  so  hat  man 


lATlW' 


\dyl  ' 
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und  wo  mm  das  fast  immer  auf  grosse  Weitläufigkeiten  füh- 
rende Doppelintegral  innerhalb  der  Grenzen  genommen  werden 
muss,  welche  die  Horizontalprojektion  der  gesuchten  Fläche 
in  sich  fasst. 

267. 

*  Aufgabe.      Man   suche  nach   vorstehender  Formel    die 
Oberfläche  der  Kugel,  deren  Gleichung 

x--\-y--\-z-  =  r-. 

Auflösung.  Man  hat  hier  zuerst  (t~)  = 'VT")""  — 

und   also  l/l  +  U-+^    =-=  ,   mithin, 

\  \dxj       \dyj        z       ^r-  —  x-  —  y'' 

wenn  r-  —  x-  =  q-  gesetzt  wird, 

r         Q 
0         0 

Nun  ist  aber 

Q 

aresin  —  ,  also  I  =  ^ ^x. 


f      dy 


\-jcr  .\i 


z  =  i-jir  .\dx  =  ^jcr-. 


0 

Für  alle  acht  Quadranten  ist  also 
z  =  4jir-. 


Neunzehntes  Buch. 


Milierimgsweise  Integrationen  innerhalb  be- 
stimmter Grenzen. 


268. 

Otreng  genommen  kann  man  nur  die  Differentiale  von 
der  Form  ax"\lx  (wo  m  nicht  =  —  1  ist)  als  integrabel  be- 
trachten, denn  alle  übrigen  Formen,  welche  immer  auf  trans- 

dx  dx 

seendente  Funktionen  führen,  wie  — -; — ,     ,  etc.,  sind 

nur  deshalb  als  integrierbar  anzusehen,  weil  man  ihre  Inte- 
grale l{l-\-x),  arcsina:  etc.  für  beliebige  Werte  von  x  aus 
vollständig  berechneten  logarithmisch-trigonometrischen  Tafeln 
entnehmen  kann. 

Sehr  häufig  kommen  nun  aber  Fälle  vor,  wo  man  das 
Integral  eines  Differentials,  selbst  unter  Zuziehung  der  er- 
wähnten transscendenten  Funktionen,  doch  nicht  in  geschlos- 
sener Form  erhalten  kann,  weil  man  entweder  nicht  die  an- 
zuwendende Methode  kennt,  welche  zu  dem  fraglichen  Integral 
führt,  oder  auch,  weil  in  der  Wirklichkeit  gar  keine  Funktion 
existiert,  welche  differentiiert  das  zu  integrierende  Differential 
wiedergiebt.  In  diesen  Fällen  muss  man  sich  dann  mit  einer 
Annäherung  begnügen  und  hierzu  giebt  es  verschiedene  Mittel, 
wie  folgende  Paragraphen  zeigen. 

269. 

Integration  durch  unendliche  Reihen.  Mau  suche 
das  zu  integrierende  Differential  /'{■'■)((.'■,  d.  li.  den  Faktor 
f{x)  in  eine  solche  unendliche  Reihe  zu  verwandeln,  welche 
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für  diejenigen  Grenzen,  für  welche  das  Integral  bestimmt 
werden  soll,  gut  konvergiert,  und  integriere  jedes  einzelne 
Glied.    Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Rektifikation  der  Ellipse. 

Aus  a-i/  4-  h-x^  =  erb'  folgt,  a^  —  h'-  =  a-t-  gesetzt,  wo  £  =  — 

ist  (Höhere  Geometrie  §  37),  wenn  das  Integral  von  x  =  0 
anheben  soll  (§  243) 

}Va-  —  €-x-    , 

s  =  =  •  ax. 

0 

In  geschlossener  Form  lässt  sich  dies  Integral  nicht  dar- 
stellen.   Wollte  man  deshalb  beide  Wurzelgrössen 

V«"'^  —  6-a;-  =  a  i\ ö ^' ) "■  nud  ia-  —  a?- j    "' ^ «~!  ( 1 ^ j    ^ 

in  unendliche  Eeihen  verwandeln,  so  würden  beide  Reihen 
(weil  der  zweite  Teil  des  Binoms  ein  echter  Bruch  ist),  sowie 
auch  ihr  Produkt  konvergent  werden  und  die  Integration 
eines  jeden  Gliedes  möglich  sein.  Durch  die  Einführung  einer 
neuen  veränderlichen  Grösse  gelangt  man  aber  kürzer  zum  Ziel. 
Setzt  man  nämlich  x  =  a  cos  0,  mithin  dx  =  —  a  sin  OdO, 
so  hat  man 


s  =  —  •  dx  =  —  a  rV  1  —  £-  cos-  ß .  dO"^), 

}VcC--x'  J 

s  =  a({l—  s'  cos  -&f .  6^0**). 

0 

Weil  nun  f,  also  auch  fcosö,  ein  echter  Bruch  ist,  so  kann 
man  die  Wurzelgrösse  in  eine  konvergente  Reihe  auflösen  und 
hat  dann  (Anal.  §  71) 


*)  Aus  rr  =  «  cos  0  folst  0  =  arc  cos  —  und  für  x  =  0  ist  0  =  ^tt, 
d.  h.  die  den  alten  Grenzen  0  und  x  entsprechenden  neuen  Grenzen  sind 

X 

0  =  |7i  und  0  =  arc  cos  —  . 
a 

**)  Man  da]-f  immer  die  Grenzen   (hier   irr  imd  0)  umkehren,   wenn 

man  zugleich  das  Vorzeichen  umkehrt.   Denn  wären  für  die  untere  und  obere 

Grenze  die  Werte  des  ersten  Integrals  m  und  n,  mithin  s  =  —  a  {n  —  >u), 

so  Wcäre  das  zweite  Integral  =  a  {m  —  n),  also  ganz  dasselbe. 
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a\il~is"cos-e  —  ^8'cos'e 


2.4. b  J 


Die  einzelnen  Glieder  lassen  sich  am  leichtesten  integrieren, 
wenn  man  die  Potenzen  der  Cosinus  durch  Vielfache  des  Bo- 
gens  ausdrückt.     Es  ist  nämlich  (Anal,  §  97} 

cos-6>=J    (cos  20  +  1) 

cos^0  =  -^   (cos  46>  +  4  cos  20  4- 3) 

cos  "6  =  gV  (cos  60  +  Ö  cos  40  4-  15  cos  20  +  lOj 


"Werden  diese  Werte  substituiert,  so  hat  man 

fl—ir-i  (cos  20  +  1) 

^  ■  "^  £^  4  (cos  40  +  4  cos  20  +  3) 


(1-6^COS'^0)'  = 


Es  ■  ist  mithin 


s  =  a\de.  \ 

G 


2.4 
1.1.3 


2.4.6 


1  —  h 


^«"'•Tf  (cos  60 +  6  cos  40 +  15  COS  20 +10) 


1.1 


.y6- 


l^^- 


1.1.3 


1  0,« 


2.4    "^        2.4.6 

-(+^  +  iW  +  o¥2^''  +  ----)cos20 
-(ihe'  +  -di^e^'  + )  cos  40 

—  (o T?«"  + )  COS  60 


a.  < 


i—ar-r 


1.3 
2.4 


1.3. 5\-  £« 


.0 


3       \2.4.6/     a 

(i6'  +  iiW  +  THf6''  + ^- sin  20 

—  (Th^'  +  TÄT*"  + ).sin40 

—  (WrY£''  + ).sin60 


Soll  das  Integral,  wie  im  Vorstehenden  zunächst  ange- 
nommen wurde,  von  x=^0  (oder  ß^=ijc)  anheben,  so  müsste 


eine  Konstante  C=  — 


i-a)v-(A^;.^ 


hin- 


zugefügt werden.  Lässt  man  aber  das  Integral  von  0  =  0 
(oder  X  =  a)  anheben,  so  i.st  keine  Konstante  nötig.  Setzt  man 
dann  für  0  einen  beliebigen  Wert,  0  (also  a?  =  «  cos  0),  so  hat 
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man  das  Integral  von  0  =  0  bis  6^0  {x  =  a  bis  x  =  a cos ß) 
durcli  eine  gut  konvergierende  Reihe,  wobei  jedoch  zu  be- 
achten, dass  die  Länge  des  erhaltenen  Bogens  nicht  vom 
Scheitel  der  kleinen  Achse,  sondern  von  dem  der  grossen 
an  gerechnet  wird.  Wir  erhalten  demnach  die  Länge  des 
elliptischen  Bogens,  dessen  Endpunktsabscissen  x  =  a  und 
x  =  a.  cos  6. 

Will  man  einen  ganzen  Quadranten  haben,  so  muss  man 
0  =  ^71  setzen,  und  dann  ist 


2   1         '-'  \2.4y     3       \2.4.6, 


270. 


Die  Integration  durch  eine  unendliche  Reihe,  wenn  über- 
haupt möglich,  führt  in  der  Regel  auf  grosse  Weitläufigkeiten, 
indem  fast  immer  erst  Substitutionen  oder  Umformungen  vor- 
genommen werden  müssen,  um  eine  konvergente  Reihe  zu  er- 
halten, dann  auch  oft  die  Reihe  nicht  rasch  genug  konvergiert. 
Kann  man  aber  in    dem   zu   suchenden   bestimmten  Integral 

\f{x)dx  den  Wert  von  f{x)  für  jeden  Wert  von  x  =  Xq  bis 

x  =  x  m  Zahlen  berechnen,  so  giebt  es  noch  andere  Methoden, 
nach  welchen  man  dann  das  Integral  näherungsweise  findet. 
Von  diesen  Methoden,  die  sogenannte  numerische  oder  mecha- 
nische Integration  (Quadratur),  die  besonders  häufig  in  der 
höheren  Mechanik  bei  Berechnung  der  Störungen  der  Planeten- 
und  Kometen -Bahnen  angewandt  werden,  wollen  wir  in  nach- 
stehenden Paragraphen  drei  mitteilen. 


271. 

1.  Methode.     Teilt  man  das  Intervall  x  —  x^,  innerhalb 
dessen  das  Integral //(x)  dx  genommen  werden  soll,  in  n  gleiche 

Teile  und  setzt  der  Kürze  halber  -  =  'li,  so  ist  zufolge 

n 

§  222,  für  ein  kleines  h  näherungsweise 
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X 

X 
X 

Beide  Reihen,  von  welchen  die  eine  zu  viel,  die  andere 
zu  wenig  giebt,*)  kommen  dem  gesuchten  wahren  Integral 
desto  näher,  je  grösser  n  oder  je  kleiner  h  ist.  Der  Unter- 
schied beider  ist  \f{x)  —  fix^.li. 

Nehmen  wir  von  der  Summe  beider  Reihen  das  Mittel, 
so  ist  näherunffsweise 


J' 


f{x)dx  =  li\\f{x^)-\-f{x^-^li)-\-f{:c^A^^J()-\-....^^^{x) 


Um   die  Genauigkeit  dieser  Formel  an  einem  bekannten 


Fall  zu  prüfen,  wollen  wir  danach  das  Integral  .^  be- 

rechnen,  welches  uns  in  geschlossener  Form  bekannt  ist  und 

aus  den  gewöhnlichen  Tafeln  bis  auf  sieben  Dezimalen  genau 

dx 

-\-  X' 
mithin 

2 

r    dx 


entnommen  werden  kann.    Es  ist  nämlich    -    '^'^  .,  =  arctga;, 


.1     (Trigon.  8  100,  viert- 
arc  tg  2  —  arc  tg  1  =  arc  tg  J.         ^'l.^J^'^,  , 


l  +  x-  *=  ^  °  ^-         letzte  Formel.) 


Schlägt  man  den  Winkel  (p  auf,  dessen  tg==^  ist,  so  findet 
man  g;  =  18*^26'5','8.    Die  Länge  des  hierzu  gehörigen,  mit  dem- 

Radius  =  1  beschriebenen  Bogens  ist  =  jr-  r-|^  =  0,32175053. 
Es  ist  mithin 

2 

dx 


i 


=  arc  tg  \  =  0,32175053  . . 


l-\-x- 
1 

Unsere  Formel  [worin  f(x)  =  ---7- — s,  ^o^^,  x  =  2]  giebt 


*)  Wäre  f{x)  innerhalb  des  Intervalls  x  —  jr„  bald  wachsend,  bald 
abnehmend,  so  könnte  die  eine  Reihe  das  Integral  zuflilliof  ganz  genau 
geben. 
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uns,    indem   wir   das   Intervall   in    n  =  4    Teile    teilen,    also 
]i  =  ^^ —  =  -|-  setzen, 


2 

r_dx 


l-\-x'' 
1 

1     ,         1         ,        1         ,         1         ,  ,        1 


also,  ^ie  die  Yergleicliung  zeigt,  um  0,002  unrichtig.  "Weil 
aber  f(x)^=  -,  _,  ^  o  in  dem  angegebenen  Intervall  stets  ab- 
nehmend ist,  so  giebt  die  Formel  für  ein  grösseres  n  auch 
ein  genaueres  Resultat. 

272. 

2.  Methode.  Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz  (§  46) 
geht  (wenn  f(x)  und  ihre  Derivierten  als  kontinuierlich  vor- 
ausgesetzt werden,  und  dort  statt  der  veränderlichen  Grösse  x 
die  Konstante  x^,  und  x  —  Xq  statt  Ax  gesetzt  wird), 

f  {x)  =- f  (Xq -\- X  —  Xq)  über  in 

wo  das  Intervall  x  —  Xq  so  klein  sein  muss,  dass  die  Eeihe, 
wenn  nicht  endlich,  konvergent  wird. 

Multipliziert  man  beiderseits  mit  dx  und  integriert  von 
Xq  bis  X,  so  hat  man*) 


*)  Es  ist 

fi^o)  ^^^  "^  f  (^o)  •  37  +  ^j  mithin 


J- 


f{x^)  dx  =  fixo) .  X  —  fixo)  .Xq  =  (x— Xq)  .  /"(a^o). 


"0 

Ebenso  ist 


}ix,).{x-x,)dx  =  f\x,)-^^^^  +  C,  mithin 


r{x,).ix-x,)dx==f\x,)-^''      ^«^' 


1.2 
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X 

Setzen  wir  der  Kürze  halber  das  Intervall  x — x^^^Ji,  so  ist"^) 


r/-(rr)fZ^=//A:^o)+j^r(^o)+i^-r(%)+....J....(3). 

Um  in  speziellen  Fällen,  wo  nämlich  fix)  gegeben  ist, 
die  Ditferentialquotienten  f  {x),  f"  {x)  etc.  nicht  entwickeln  zu 
brauchen,  nehmen  wir  an,  der  Wert  der  eingeklammerten  Reihe 
lasse  sich  kürzer  und  mit  hinreichender  Genauigkeit  durch 
die  Summe  der  drei  Funktionen  fix^),  /Uq-t  i^^V  /^*/^o  +  ^0? 
welche  jede  aber  noch  mit  einem  erst  zu  bestimmenden  Koef- 
fizienten, c,  c',  c",  multipliziert  ist,  darstellen.'*'*)  Es  sei  nämlich 

c.f{Xo)+c\f{x,-^m+c'\f(x,+h)==f(x,)+^fXx,)+^^ 

oder,  indem  wir  linker  Hand  fix^-^-i-Ji)  und  /'u"o  +  /iJ  nach 
dem  Taylor 'sehen  Lehrsatz  entwickeln, 

'      ^      2'^«^^V2;      1.2^      —/•(xo)  +  f2/>o)+^r(^o)+- 
c"f{x,)+c".  h  .  f{x,)+c".  h-  f^  +. . . 

Damit  nun  die  bedeutendsten  Glieder  der  linken  Seite  mit 
so  vielen  Gliedern  der  rechten  als  möglich  übereinstimmen,  hat 


*)    Wäre    z.   B.    f(x)=x'\    also    f  {x)=^3x-,    f"(x)  =  6x, 
f"'^x)=^6,  so  ist 


x^dx ^—  -\-C,  mithin  für  Xq  =  S  und  ]i  =  2, 

r.4         34 


3+2 

x'^dx 


ä 
3  +  2 

\xhlx=2 


136,  aber  auch 


3-^  +  Y72'^-^' 


2- 


1.2.3 


6.3 


2^ 


1.2.3.4 


136. 


**)  Njmmt  man  mehr  als  drei  Fniiktioneu  (am  besten  eine  unf^erade 
Anzahl),  so  wird  die  Näherungst'ormel  genauer,  aber  auch  weitläutiger. 
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man  zur  Bestimmung  der  frag-lichen  konstanten  Faktoren  c,  c',  c" 
die  Bedinguugsgleichungen 


C  +  6-'  +  c"=l 


+^"=i 


4-_  =  X 

I       O  6 


hieraus 


Unsere  Annäherunffsformel  wäre  also 


^«+'« 


1' 


Beispiel.  Für 


A^o)  +  4/-(^o  +  i^'^  +  A^o-f'*) 


rfjc 


mithin 


J: 


iZiC 


1  +  rr- 


1  +  ^. 


+ 


^  hat  man  /"(x)= 


l  +  x 


•2  ?  "^^0  '  ' 


1  +  1   '   l+(Ur   '   1  +  2-^j 


^    -1  =  0,32179..., 


also  bis  auf  vier  Dezimalen  genau.*) 

Anmerkung.  Man  kann  diese  Näherungsformel  statt  der 
Simpson 'sehen  benutzen,  sowie  auch,  um  den  Kubikinhalt 
solcher  Körper  zu  bestimmen,  die  durch  Umdrehung  einer  un- 
bekannten, jedoch  nur  einförmig  und  wenig  gekrümmten  Linie 
um  eine  Achse  entstanden.  Sei  z.  B.  die  halbe  Länge  eines  Fasses 
^^  \  der  Durchmesser  des  Bodens  =  «,  der  des  Spundes  =  c  und 
der  mittlere  Durchmesser  ^7j,  durch  unmittelbare  Messung 
gefunden.  Wäre  die  Gleichung  der  Erzeugiingslinie  bekaimt, 
y^f{x),  so  wäre  nach  §  251  der  Inhalt  des  ganzen  Fasses 

h 

V=2.J[«.ff....    Da  nun  Me..A.„)  =  H  /(.«+«  =  «, 

0 

/^(•^o~l~^(*=^  2*^?  ^^  i^t  näherungsweise  auch 

Diese  Formel  ist  von  jeder  Hj'pothese  über  die  Art  der 


*)  Ist  das  Intervall  zu  gross,  so  kann  mau  es  iu  kleinere  teilen  und 
dieselbe  Xäheruugsfonnel  wiederholt  anwenden. 
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krummen  Linie  unabhängig  und  deshalb  der  Lambert 'sehen 
Formel  vorzuziehen. 

273. 

3.  Methode.  Noch  genauere  Xäherungsformeln  hat  Gauss 
angegeben.  Eine  davon,  welche  "wir  mitteilen  wollen,  lässt  sich 
folgendennassen  ableiten.     Setzen  wir  in 

f{x)  dx 


die  untere  Grenze  XQ^=h — |//,  so  wird  die  obere  =l>^\h,  daher 
f  {x)  dx  =  \f  (x)  dx. 


Setzen  wir  noch  rechter  Hand  x=-'b-\-u,  mithin  dx=du,  so  ist 

Es  ist  wohl  klar,  dass  in  dem  letzten  Integral  in  Bezug 
auf  u  die  entsprechenden  Grenzen  —  -Ih  und  +  ¥^  sein  müssen. 
Denn  setzt  man  — ^Ji  statt  u,  so  kommt  dasselbe,  als  wenn 
man  im  mittlem  Integrale  b  —  ^h  statt  x  setzt. 

Letzteres  Integral  lässt  sich  durch  diesen  Kunstgriff  in 
eine  Reihe  entwickeln.     Es  ist  nämlich 

ah + .0 = m + r  (P)  ■ « + r  (h)  •  ^ + r  (h)  ■  ^  +. .  • 

Beiderseits  mit  du  multipliziert  und  integriert,  kommt 

(ah + ^n  du = c + « .  a^) + 1 'o  •  r  (P) + rf^  •  f"  ('^)  +•  •  • 

Nehmen  wir  nun  dies  Integral  von  u  =  — Ut  bis  ?<  =  -(--i/^ 
so  wird  die  Konstante  C  eliminiert  und  wir  haben,  da  (was 
gerade  beal)sichtigt  wurde)  aHe  gerade  Potenzen  von  h  heraus- 
fallen und  nur  halb  so  viel  Glieder  bleiben, 

Lübsen,  Inrinite>imal-Recliiuiiig.    7.  Aufl.  ig 
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Nehmen  Avir  nun  an,  die  eingeklammerte  Eeihe  lasse  sich 
mit  hinreichender  Annäherung  durch  zwei  Funktionen,  fih-\-mli} 
und  f(h-\-m'Ji),  welche  jede  aber  noch  mit  einem  Faktor,  k 
resp.  k',  multipliziert  ist,  ausdrücken,  so  dass  nämlich 

^^■n^  +  ^nh)+k\f[b~j-mli)=m  +  ^^f^^^^^ 

Werden  die  beiden  Glieder  linker  Hand  nach  dem  Taylor- 
schen  Lehrsatz  entwickelt,  so  muss  zur  Erreichung  unserer 
Absicht  die  Entwickelung  notwendig  so  beschaifen  sein,  dass 
alle  Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  von  h  von  selbst  aus- 
fallen. Dies  fordert  aber  offenbar,  dass  erstens  die  beiden 
Koeffizienten  k,  k'  einander  gleich  sind,  und  zweitens,  dass 
m' =  —  m  ist.  Um  ferner,  der  einfachen  Rechnung  halber, 
die  Quadrate  der  Koeffizienten  m  und  — m  zu  vermeiden,  da 
beide  in  der  Entwickelung  mit  h  zugleich  in  geraden  Potenzen 
vorkommen,  setzen  wir  m  =  yq,  dann  ist 

k.f[h  +  hyq)  =  k[m-i-hyqr[b)  +  Jrqf-^+hYfr^ 

k.f{h-hxa)=i{m-iiyqT{i>)+'ii'q-^^ 

also 

2k .  f{h)  +  2kh-q  •  — ^  =  fih)  +  j  ■  Y^  . 

Aus  2k  =  1  und  kq  =  ^V  fo^g'^  ^^  =  i  ^^i^tl  q  =  yV.    Die  Nähe- 
rungsformel wäre  also 

jfii + „)  du  =J/w  <bc=lJ^ifib +JQ+if[i-  -|=)j, 

oder  h  —  lh=^XQ,  also  h  =  XQ-j-yi  gesetzt,  so  geschrieben: 

274  a. 

Entwickeln  wir  die  Näherungsformel  mit  drei  Gliedern, 
so  kann  man  annehmen,  es  sei 
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k .  f{h  +  li^/q)  +  A- .  fih  -  hy'q)  +  k'fih)  =  m  +  j  ■  Q§  4- 
mithin  mit  Benutzung  vorliergehender  Entwickelung- 
{2k  +  k')  .f(h)  +  2k .  Irq  •  ^.+  2k .  h^  •  Q^^ 


4    1.2.3    '    16    1.2.3.4.5   '  ■"" 

•   2Ä:  +  A-'=1;    kq  =  ^;    kq'  =  ^- 
r,  —  _3_ .     r. _5_  .     V i_ 

1  '~~  2  0  5      "-  18  5      "-  9  > 

b  +  lh 

6  —  4/i 

274  b. 

Eine  vierte  Methode  —  von  RicL  Scliurig  —  gründet 
sich  auf  §  178  der  Anah'sis  von  Lübsen  [ß.  Auflage,  S.  199). 

Um  mittelst  derselben  das  Integral  \f{x)dx  zu  erhalten, 

a 

teilt  man  das  Intervall  h  —  a  in  n  Teile  und  bildet  von  f{a)  -=  «, 


f  a-\ {Jj  —  rt)   =  £,   /■'  «  H {h  —  «V  =  r die 

ersten  >«  +  1  AVerte.     Alsdann  ist 


6 


bei  n=2:   \f{x)dx=^^{a  +  Aß+Y); 

a 

„    H  =  4:  =-^\7«+32,?+127+32d  +  76); 

.,    «  =  o:  =-|ll'(i9«_[_75,5+507+50d-f75£J-19:). 

1.  Beispiel.     Mit  nur  3  Teilen  in  =  3)  ergiebt  sich  für 
das  in  §  271  enthaltene  Beispiel: 

19* 
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/ii  +  i(2-i)j  =  Aii)  =  i:^^  =  tV  =  /?; 

f[l+|(2-l)j=A2)  =  Y^  =  ^  =  ^- 

2 

=  0,3217647  (Fehler:  0,0000142). 

CT 

y 

2.  Beispiel.      - — , s—  =  ?    Benutzt  man  h  =  5,  so  er- 

jl  +  tg-rr 


giebt  sich 


für  X  =  0,       a  =  Y^  =  ^  5 

"  ^  =  1^'  ^^=i  +  tg-n20  =  ^^-^^^^^^-- 
'^  -=X'  ^-iTW^''''''''^ 

"    ^  =  lf '    ^=l  +  tgU8»^^'^^^^^^^ 

TT  1 

X  —  —     r  = = =  0  25     Folo-lich 


^  -— 0. 

0 


1  +  tg-  X         288 


19  (1  +  0,25)  +  75(;0,956773  +  0,447736) 


+  50(0,834567  +  0,654508)  \  =  0,7400995. 

(Der  wahre  Wert  ist  0,740096.) 
Die  Aufgabensammhnig,  welcher  dieses  Beispiel  entlehnt 
ist,  findet  nach  der  Simpson'schen  Eegel  den  weniger  ge- 
nauen Wert:  0,74012,  obgleich  die  weitläufigere  Rechnung  mit 
?i  =  6  auso-eführt  wurde. 


Zwanzigstes  Buch. 


Intes:ration  der  Differential -Gleichungen. 


I.    Differentialgleichung-en  erster  Ordnung 
ersten  Grades. 

275. 

Erklärung.  Jede  Gleichimg-,  in  welcher  veränderliche 
Grössen  mit  ihren  Difterentialen  oder  Diiferentialquotienten, 
oder  anch  bloss  Differentiale  mit  Konstanten  vermischt  vor- 
kommen, heisst  eine  Differentialgleichung-.  Die  primitive 
Gleichung  zwischen  den  veränderlichen  Grössen  dagegen,  aus 
welcher  die  Differentialgleichung  ihren  Ursprung  hat  und 
durch  arithmetische  Operationen  daraus  abgeleitet  werden 
kann,  wird  die  entsprechende  Integralgleichung  genannt. 
Diese  primitive  oder  sogenannte  Integralgleichung  muss  also 
so  beschaffen  sein,  dass,  wenn  daraus  die  Werte  der  abhängig 
veränderlichen  Grösse  und  ihre  Differentiale  gezogen  und  in 
die  Differentialgleichung  substituiert  werden,  derselben  Genüge 
geleistet  wird.  So  ist  z.  E.,  um  das  Gesagte  durch  ein  Bei- 
spiel zu  erläutern, 


y 


V^S=«- (') 


eine  Differentialgleichung  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen 
und  die  hierzu  gelK'h'ige  Integralgleichung,  wenn  man  x  als 
absolut  veränderlich  betrachtet,  ist 

f  +  ^^  =  (i^ (2) 
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dy 
Denn  zieht  man  aus  (2)  die  Werte  y  und  -j- .    nämlich   y  = 

Va^  —  X-  und  -^  = ,  und  substituiert  sie  in  (1),  so 

dx  Vo-  — 5C- 

7    2  2 

wird  derselben  Genüoe  e-eleistet,  denn,  weil  1  +  -r^=-—, ^, 

dx-       er  —  X- 

so  ist 


Va'-x^\/^ 
V  a-  — 


276. 

Auf  die  Frag'e,  wie  man  auf  Diiferentialgieichung'en  kommt, 
können  wir  vorläufig  nur  antworten,  dass  dies  sehr  häufig  der 
Fall  ist  bei  den  Anwendungen  der  Mathematik  und  Geometrie, 
Mechanik  und  Physik,  wo  man  den  Zusammenhang  veränder- 
licher Grössen  (Ursache  und  Wirkung)  aus  bekannten  Eigen- 
schaften oder  Bedingungen  sucht,  die  man  nicht  anders,  als 
durch  Differentiale  und  Differentialgleichungen  ausdrücken 
kann.  Fragt  man  z.  B.,  welches  ist  die  krumme  Linie,  deren 
Normale  für  alle  Punkte  dieselbe,  =a  ist,  so  würde  man,  um 
diese  Eigenschaft  der  gesuchten  Linie  auszudrücken,  nach  §  49, 
als  Bedingungsgleichung  die  Differentialgleichung 


y\/y+"''' 


dx- 

aufstellen  und  hieraus  die  fragliche  Beziehung  (Integralglei- 
chung) zwischen  x  und  y  finden  müssen.  Fragt  man,  welche 
krumme  Linie  ist  so  beschaffen,  dass  für  jeden  ihrer  Punkte 
die  Subtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse  ist,  so  würde 
man   diese   Bedingung   (Eigenschaft)    durch   die   Differential- 

dx 
gleichung  ?/^  =  2a7  ausdrücken  müssen  (§  49). 

Bevor  Avir  solche  Art  Aufgaben,  deren  wir  im  folgenden 

Buche  mehrere  aufstellen  werden,  lösen  können,  müssen  wir 

erst  die  Methoden  kennen  lernen,  um  zu  gegebenen  Difl:eren- 

tialgleichungen  die  ihnen  entsprechenden  Integralgleichungen 

zu  finden. 

277. 

Der  Ordnung  halber  hat  man  sämtliche  Differentialglei- 
chungen in  Abteilungen  gebracht.     Eine  Differentialgleichung 
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gehört  nämlich  zur  Iteu,  2ten,  3ten...  Ordnung,  je  nachdem 

darin  das  Ite,  2te,  3te Differential  {dy,  d^y,  d^y )  der 

abhängig  Yeränderlichen  Grösse  vorkommt;  ferner  zum  Iten, 
2ten,  3ten...  Grade,  je  nachdem  das  Differential  der  ab- 
hängigen Grösse  in  der  Iten,  2ten',  3ten Potenz  {dy,  dy-, 

fhf )  darin  enthalten  ist. 

AVir  betrachten  hier  zunächst  diejenigen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  und  ersten  Grades,  welche  nur  zwei 
veränderliche  Grössen,  a?,  y,  enthalten  und  sehen  x  als  ab- 
solut veränderlich  an.  Bemerken  müssen  wir  übrigens  noch, 
dass  die  Integration  der  Differentialgleichungen  fast  immer 
mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden  ist  und  dass  hier  nur 
wenige  allgemeine  Methoden  gefunden  worden  sind. 

278. 

1.  Methode.  Unmittelbare  Integration,  wenn  die 
Differentialgleichung  ein  vollkommenes  Differential  ist,  d.  h. 
als  durch  unmittelbares  Differentiiereu  einer  primitiven  Funk- 
tion, F  {x,  y)  =  0,  entstanden  betrachtet  werden  kann. 

Zufolge  §  136  erhält  man  das  Differential  einer  Funktion, 
F  (x,y)=^0,  indem  man  sie  so  differentiiert,  als  wenn  sowohl 
y  als  X  absolut  veränderlich  wäre,  nämlich: 


(S)"^+(i)--o. 


dy. 

Ferner  folgt  aus  §  164  (indem  man  dort  ^==0  setzt), 
dass  es  einerlei  ist,  ob  man  F(x,y)=^0  erst  in  Bezug  auf  x 
und  darauf  wieder  in  Bezug  auf  y  differentiiert,  oder  in  um- 
gekehrter Ordnung  verfährt  und  erst  in  Bezug  auf  y  und 
dann  auf  x  differentiiert,  in  Zeichen 


O^^^O''^'''^- 


Dies  vorausgeschickt,  bemerke  man,  dass  eine  jede  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  ersten  Grades  sich  immer  auf 
die  Form 

Mdy  -\-  Nf?ic  =  0 

bringen  lässt,  wo  M,  N  im  allgemeinen  Funktionen  von  x  imd 
y  sind. 

Wäre  nun  in  dieser  Difterentialffleichunor  zufällig 
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'dM\  _  fd^ 
.  dxj       \  dyP 

wovon  man  sicli  durcli  wirkliclie  Diifereiitiation  leicht  über- 
zeugen kann,  so  könnte  man  die  Differentialgleiclnmg 

miy-^^dx  =  0 
als  ein  vollkommenes  Differential,  d.  li.  als  dnrcli  unmittel- 
bares Differentiieren  einer  Funktion  von  x,  y  entstanden 
denken  und  dann  auch  diese  Funktion  (die  Integralgleichung) 
durch  unmittelbares  Integrieren,  d.  h.  ohne  neue  Kunstgriffe, 
nach  den  im  Vorhergehenden  gezeigten  Methoden  finden,  in- 
dem man  nur  eins  der  beiden  Glieder,  z.  B.  Isidy,  in  Bezug 
auf  y  integriert  und  dabei  x  einstweilen  als  konstant  ansieht, 
dem  gefundenen  Integral  jedoch  (weil  es  noch  ein  Glied  in  x 
allein  enthalten  kann)  noch  eine  unbestimmte  Funktion  von  x. 
die  wir  mit  (fj{x)  bezeichnen  wollen,  hinzufügt.  Was  (p{x) 
sein  muss,  ergiebt  sich  dann,  indem  man  das  erhaltene  Inte- 
gral rückwärts  wieder  differentiiert  und  den  Differentialkoef- 
flzient  von  dx  mit  N  vergleicht  oder  =N  setzt. 

279. 

Beispiel  1.  Man  suche  die  entsprechende  Integral- 
gleichung zu 

Sy-dy  —  8xydx  -f-  3x-dx  =  4:X^dy ( i ) 

Auflösung.  Die  Differentialgleichung  (1)  lässt  sich  erst- 
lich so  schreiben: 

(ßy-  —  4x-)  dy  ~{~  (3jr  —  8xy]  dx^O ( 2 ) 

Um  zu  erkennen,  ob  diese  Differentialgleichung  als  durch 
unmittelbares  Differentiieren  entstanden  betrachtet  werden 
kann,  hat  man,  da  hier  M  =  3y-  —  4a  -  und  N  =  3x'  —  8xy  ist, 

dxj  '  '    \dy 

Da  nun  [-rrj^^y^ji  so  ist  die  Gleichung  (1)  ein  vollkom- 
menes Differential,  mithin  die  Integralgleichung 

(oy-  —  4:xr)  dy  =  y^  —  \x-y  +  9?  [x)  =  C. 
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Die  DiÖerentiation  des  gefundeneu  Integrals  giebt 

{ßij-  —  ^x-)äij^[—^xij-\-<p'{x)\ilx  =  0 (3) 

Diese  Gleicluing  mit  der  Gleichung  (2)  vergliclien,  giebt 
(p  (aj)  dx  =  %x-dx, 
(p{x)  =  xr.   ■ 

Die  zu  (1)  oder  (2)  gehörige  Integralgleichung  ist  mithin 
f  —  \x-y  +  x^  =  C. 

280. 
Beispiel  2.  Die  zu  integrierende  Differentialgleichung  sei 

[^laij  -j-  Ix  -^  ]i)  dy  -f-  {2ex  ^hy^  k)  dx^Q ....  ( i ) 

Auflösung.    Hier  zeigt  sicli  wieder,  dass  (^)^("7~') 
=  A,  daher  ist 


J(2«. 


hx  -{-  h)  dy  =  ay-  -f-  hxy  -{-hy  -\-  fp  (x)  =  C. 


Dies  gefimdene  Integral  wieder  differentiiert,  kommt 

{2ay  -^hx-\-  h)  dy  ^  [hy  -f  fp' (x)]  dx  =  0. 
Dies  Dilferential  mit  (1)  verglichen,  giebt 
^'  (x)  dx  =  {2ex  -\-  k)  dx, 
(p  {x)  =  ex-  -{-  kx. 
Die  gesuchte  Integralgleichung  ist  also 

ay-  -{-  hxy  -{-hy  -\-  ex-  -f- ^^-^  =  C. 

281. 
Beispiel  3.     Man  integriere  folgende  Gleichung: 
xdy  —  ydx=0 (i) 

Auflösung-.      Hier  ist   (-~j^l   und  (7--)  =  — Ij   f^ie 

Gleichung  (Ij  also  kein  vollkommenes  Differential,  daher  auch 
nicht  unmittelljar  zu  integrieren.     3Iultii)liziert  man  sie  aber 

mit  — ,  so  erhält  man 
xy 

■du dx=() (2) 

y      •        X 
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In  dieser  Gleichung'  (2)   ist   nun   (-— -j  =  f~j  ^  0,    dieselbe 

also  jetzt  ein  vollkommenes  Differential  und  ihr  Integral 

ly  —  Ix  =  /c, 


xj 

oder,  indem  man  von  den  Logarithmen  auf  die  Zahlen  über- 
geht, 

y  ^cx. 

Anmerkung.  Hier  wurde  ein  unvollkommenes  Diffe- 
rential (1)  durch  Beifügung-  eines  sogenannten  integrierenden 

Faktors    ij^]   zu   einem   vollkommenen  Differential  gemacht. 

Dies  hat  nun  schon  frühe  die  Frage  hervorgerufen,  ob  wohl 
auch  in  allen  andern  Fällen,  wo  eine  Differentialgleichung 
kein  vollkommenes  Differential  ist,  dieselbe  vermittelst  eines 
integrierenden  Faktors  darauf  gebracht  werden  könne,  und 
ob  sich  dieser  Faktor  nach  einer  bestimmten  Regel  finden 
lasse.  Euler,  der  sich  mit  dieser  Untersuchung  sehr  viel 
beschäftigt  hat,  ist  zu  keinem  erwünschten  Resultate  gelangt. 
Dass  eine  Differentialgleichung  ein  vollkommenes  Differential 
wäre  oder  durch  einen  integrierenden  Faktor  dazu  gemacht 
werden  könne,  muss  als  reiner  Zufall  betrachtet  werden,  wes- 
halb wir  uns  auch  nicht  länger  hierbei  aufhalten  wollen. 

282. 

2.  Methode.  Durch  Separation.  Kann  man  die  ver- 
änderlichen Grössen  einer  Differentialgleichung  voneinander 
sondern,  so  kann  auch  allemal  die  Integration  der  Gleichung 
nach  den  früheren  Regeln  der  Integralrechnung  bewirkt 
werden. 

So  folgt  z.  B.  aus 

xdy  =  ydx, 

dy dx 

y        x  ' 

ly  =  lx-\-  Je  =  l  (ex), 
y  ==  ex. 
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Beispiel.     Aus  3xdy-^ydx^0  folgt 

3^4-^  =  0, 
y        X 

3ly  -\-  Ix  =^  Ir, 

l  {ifx)  =  Je,' 

y^'x  =  c. 


283. 

3.  Methode.  Durcli  Substitution.  Die  Separation 
gelingt  immer  durch  Substitution  einer  dritten  veränderlichen 
Grösse,  wenn  die  Diiferentialgleichung  eine  homogene  ist. 
d.  h.  wenn  die  Summe  der  Exponenten  der  veränderlichen 
Grössen  in  jedem  Gliede  dieselbe  ist.  Man  habe  z.  B.  die 
Gleichung 

x^äx  -|-  y'^dx  -j-  xydy  =  0 ( i ) 

Da  hier  die  Summe  der  Exponenten  in  jedem  Gliede  =  2, 
oder  jeder  Koeffizient  der  Differentiale  von  gleich  hohem  (2ten) 
Grade  ist,  so  ist  die  Gleichung  (1)  homogen.     Man  setze  nun 

y  =  tx,  mithin  dy  =  xdt  -\-  tdx,  so  ist 
x-dx  -\-  t'-x-dx  -\-  xHdt  -f-  xH-dx  =  0, 
dx  -\-  t-dx  -f-  octdt  -\-  t-dx  =  0, 
n^2t-)dx-^xtdt  =  0, 
dx  tdt 

Jx+l-l[l  +  2t-)  =  Ic. 
Jetzt  für  t  seinen  Wert   "     zurückgesetzt, 

lx-\-\l{x--\-  2y-)  —  l Ix  =  Ic, 
llx+\l(x-  +  2y')  =  Ic, 
lx^Uix--\-2y'-)  =  2k; 

l\x.(x'  +  2rf]=lc', 
x-  -\-  2y-  =  c-. 
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284. 
Aufgabe.     Man  integriere  folgende  Gleichung: 

{x  -\-  y)  (Ix  -\-(y  —  x)  dy  =  0. 
Auflösung'.    Da  diese  Diiferentialgleicliung  homogen  ist, 
so  setze  man  wieder  y=^tx  etc.,  so  erhält  man 

dx  ,    t—\ 

h  1    I   ,o  •  dt  =  0, 

X       l-\~t- 

dx  ,      tdt  dt 


X    '    1+f-       1+f-' 
Ic  ^lx-\-U{l^  t-)  =  arc  tg  t, 

7r  +  7x  +  ?(l+|J)'  =  arctg| 


f\  x'-  -\-y-  =  e        *■  . 

285. 

Auch  in  Fällen,  wo  die  Diiferentialgleicliung  nicht  ho- 
mogen ist,  gelingt  die  Integration  oftmals  durch  passende  Sub- 
stitutionen.    Man  habe  z.  B,  die  Gleichung 

adx  ^{y  —  x)  dy. 
Setzt  man  y  —  x^^=  u,  mithin  dx  =  dy  —  du,  so  ist 
ady  —  adu=  udy, 

-,  adu 

dy = , 

y^c  —  al  {a  —  u), 
y  =  c  —  cd  (a  -\-  X  —  y). 
In  Cauchy's   le^ons   kommen   viele   künstliche  Integra- 
tionen durch  wiederholte  Substitutionen  vor. 

286. 

Eine  hierher  gehörende  merkwürdige  Integration  gewährt 
noch  eine  zuweilen  vorkommende  Diiferentialgleicliung  von  der 
Form 

dy  -\-  y  .F (x)  dx  =  f{x) dx, 
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worin  F  {x)  und  f(x)  gewisse  Funktionen  von  x  sind.  Diese 
Gleichung,  welche  sehr  unpassend  linear  genannt  wird,  lässt 
sich  auf  verschiedene  Weise  integrieren. 

Betrachtet  man  y  als  Produkt  zweier  noch  zu  bestimmen- 
den unbekannten  Funktionen  von  x,  die  wir  kurz  mit  t  und 
2'  bezeichnen  wollen  und  setzen  also   ■ 

y  =  tz,  mithin  dy  =  ^dt  -\-  td^,  so  ist 
zdt  -f  td^  +  t^F  (x)  dx  =  f(x}  dx, 
[td^  +  L^ .  F  (x) .  dx]  -\-  [,?f/f  —  f(x)  dx]  =  0. 
Dieser  Gleichung  wird  offenbar  Genüge  geleistet,  wenn  jeder 
der  eingeklammerten  Teile  für  sich  =0  ist.     Dies  giebt  uns 
zur  Bestimmung  der  beiden  Funktionen  t  und  ^  die  beiden 
Bedingungsgleichungen 

td-y  +  f^ .  F  (x)  dx  =  0 ;  nJt  —  f  (x)  dx  =  0, 

''=-Fix)dx,  ^j,_m^^ 

C^ .  .  ,  n.        f(x)dx 

h  =  -^F{x)dx,  dt  =  j^ylj^^, 

y  =  e-'-''^^''-\(f{x)dx.e^^^^^'^. 

II.    Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
höhern  Grades. 

287. 

Wegen  der  Schwierigkeiten,  welche  die  Auflösung  der 
höhern  Gleichungen  verursacht,  müssen  wir  uns  liier  auf  die 
Integration  der  Difterentialgleicliungen  zweiten  Grades  (^§  277) 
beschränken,  um  so  mehr,  da  schon  diese  oft  mit  grossen 
Schwierigkeiten  verbunden  ist.  Von  den  Methoden,  welche 
man  hier  aufgestellt  hat,  merke  man  sich  folgende  drei: 

288. 

1.  Methode.  Indem  man  die  Wurzeln  sucht,  d.  h. 
auf  den  Ditferentiahiuotienten  reduziert.  Man  habe  z.  B.  fol- 
gende Diiferentialgleichung  zweiten  Grades 
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dy"  —  axdx^  =  0,  so  ist 
dy- 

ffy  —  Vctx  .dx=^0\  dy  -f-  Vax .  dx  =  0. 

Die  vorgegebene  Differentialgleicliimg  zerfällt  also  in  zwei 
verschiedene,  deren  Produkt  sie  ist.  Es  müssen  also  aucli 
zwei  Integralgleicliungen  ihr  Genüge  leisten.    Diese  sind  hier 

1,     3.  i    i 

y  —  |a-x-  -f  q  =  0 ;  y -{-  la'x'"  -\-  c.3  =  0. 

Beide  Gleichungen  lassen  sich  aber  auch,  wenn  man  will, 
in  eine  einzige,  gleichsam  allgemeinere  Integralgleichung  zu- 
sammenfassen, nämlich  (Höhere  Geometrie  S.  26,  4) 

(y  —  l«^aj'  +  cj  iy  +  |a-x'  -f-  c,)  =  0, 
oder  auch,  weil  die  Konstanten  beliebig  sind,  also  auch  gleich 
sein  können  c^  =  ^2  =  c, 

(2/+  c  — la'a^^)  (^+  c  +  fa-a;-)  =  0," 
{y  +  cf  =  ~^ax^. 

Anmerkung.  Es  ist  klar,  dass  eine  Dififerentialglei- 
chung  erster  Ordnung  «ten  Grades  im  allgemeinen  n  ver- 
schiedene Wurzeln  hat,  mithin  auch  n  verschiedene  Integral- 
gleichungen, sowie  auch  deren  Produkt  ihr  Genüge  leisten 
müssen.  Die  n  Wurzeln  zu  finden,  gelingt  aber  selten,  und 
w^enn  man  sie  auch  hat,  noch  seltener  die  Integration  der- 
selben, 

289. 

2.  Methode.     Wenn  die  Koeffizienten  der  Differentiale 

blosse   Funktionen   von   einer    und    derselben   veränderlichen 

dv 
Grösse,  z.  B.  von  x  sind.     Alsdann  kann  man  auch,  -j^  =  p 

gesetzt,  die  Differentialgleichung  auf  x  reduzieren  und  x  als 
Funktion  von  j?  ausdrücken.     Angenommen,  es  sei 

^^  =  ^{p) (0 

Weil  nun  -,-  =  ?),  mithin 
dx 
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dy  =ikIx ( 2 ) 

so  giebt  letztere  Gleicliung-  integriert  (§  201) 


y  =px  —  xdp ( 3 ) 

Setzt  man  in  (3)  statt  x  seinen  Wert'  aus  (1),  so  ist 

y=p-<p  ij^  —  'f  U')  äp  +  c (4 ) 

Lässt  sicli  nun  die  in  (4)  angedeutete  Integration  wirk- 
lich ausfuhren  und  dann  aus  (1)  und  (4)  })  eliminieren,  so  hat 
man  eine  oder  mehrere  primitive  Gleichungen  zwischen  x,  y. 

290. 

3.  Methode.  Durch  Differentiation,  wenn  die  Differential- 
gleichung sich  zufällig  auf  die  Form 

y=p3c^(f.(p) (i) 

fly 

bringen  lässt,  wo  P^-f-  (s.  §  12)  und  (pip)  irgend  eine  Funk- 
tion von  p  ist.  Denn  differentiiert  man  die  Gleichung  (1), 
so  kommt 

dy  =i)dx  -\-  xdp  -[-  cp  (p)  dp 

oder,  weil  dy=pdx  ist, 

[r.  +  <p'{p)].dp  =  0 {■!) 

Dieser  Gleichung  kann  auf  zweierlei  AVeise  Genüge  ge- 
leistet werden,  nämlich  für 

dp  =  0 (3) 

x^^p'{p)  =  () (4) 

Aus  (3)  folgt  durch  Integration  p  =  C.  Substituieren  wir 
diese  für  p  gefundene  Konstante  C,  welche  offenbar  ganz  will- 
kürlich ist,  in  (1),  so  haben  wir  eine  der  Differentialgleichung 
(1)  entsprechende  Integralgleichung  zwischen  5c,  y  und  der 
willkürlichen  Konstante  C,  nämlich 

y  =  Cx^cp{C) (5) 

Reduzieren  wir  dagegen  (4)  auf  jj,  so  erhalten  wir  p  als 
Funktion  von  x;  angenommen,  es  sei  p  =  ^){x).  AVird  nun 
auch  dieser  Wert  (Werte)  von  p  in  (1)  substituiert,  so   er- 
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halten  wir  noch  eine  andere  (mehrere)  der  Gleichung  (1)  Ge- 
nüge leistende  Gleichung-  zwischen  x  und  y,  nämlich 

?/  =  ^-  ^/^  (^)  +  9>  \}P  C^)] ('s) 

welche  aber  aus  dem  Grunde  kein  wirkliches  Integral  der 
Gleichung  (1)  genannt  werden  kann,  weil  sie  keine  willkür- 
liche Konstante  enthält,  die  zu  jedem  Integrale  erforderlich  ist. 
Alle  solche  ohne  Integration  gefundenen  Gleichungen 
welche  einer  Differentialgleichung  Genüge  leisten,  nennt  man 
besondere  Auflösungen,  zur  Unterscheidung  von  den  durch 
wirkliches  Integrieren  gefundenen  Integralgleichungen.  (Wir 
werden  im  nächsten  Buche  diesen  merkwürdigen  besondern 
Auflösungen  eine  geometrische  Bedeutung  unterbreiten.) 

291. 
Aufgabe.    Man  integriere  folgende  Differentialgleichung: 

ijdx  —  xäy  =  aVdx-  4-  dy-. 
Auflösung.     Hier  lässt  sich  am  besten  die  3.  Methode 
anwenden.     Man  hat  nämlich 

y=2-)X-{-  «Vi  +  j/- (  1  ) 

ü]) 

dy  =i)dx  +  xd])  +     .— ^ — -  •  dp, 

x^—^^=\-dp  =  () (2) 

Aus  dp==^0  folgt  p^C  und,  in  (1)  substituiert,  die  In- 
tegralgleichung 

y  =  Cx^a-Vl  +  C- (i) 

Aus  X-] ^       =0  folgt   ^)  =  +  —  und.  in  (1) 

Vl+i''"  V«"  —  X- 

substituiert,  als  besondere  Auflösung 

y  =  Vcr  —  X- ( 2 ) 

III.  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

292. 

Es   ist   wohl   vorauszusehen,    dass    die   Integration    der 
Differentialgleichungen    höherer    Ordnungen    noch    bedeutend 
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schwieriger  sein  muss,  als  die  der  ersten  Ordnung.  In  der 
That  giebt  es  auch  hier  nur  sehr  wenige  und  ganz  besondere 
Fälle,  wo  die  Integration  möglich  ist.  Die  wichtigsten  dieser 
besondern  Art  Gleichungen  (von  denen  die  Mechanik  einige 
aufgestellt  hat)  wollen  wir  hier  in  einer  schicklichen  Ord- 
nung folgen  lassen.    Der  Kürze  und  -des  leichtern  Überblicks 

du    du 
halber  bezeichnen  wir  die  Dilferentialquotienten  -p,  -^ 

\\ie  üblich  mit  p,  q,  r, ...  (s.  §  38),  so  dass  also 

dy d^y dp d^y dq 

dx         '     dx-       dx  dx^       dx        ' 


293. 

1.  Fall.  Wenn  ein  Differentialquotient  sich  als  Funktion 
des  nächst  vorhergehenden  darstellen  lässt: 

dx^  vlx" 

Alsdann  drücke  man  den  höchsten  Differentialquotienten 
als  Funktion  des  nächst  vorhergehenden  aus  etc.,  bis  man, 
wie  [folgende  Beispiele  zeigen,  auf  eine  primitive  Gleichung 
zwischen  x  und  ?/  kommt,  indem  wir  auch  hier  wieder  x  als 
die  unabhängig  veränderliche  betrachten. 

294. 
Aufgabe  1.     Man  integriere  folgende  Gleichung: 

d-y  ^    fcly 
dx^  \dx. 

Auflösung.    Hier  ist  q  =  (p  {})),  also  ^-^  =  rp  {})),  folglich 


<p(pY 


^=fö+^' ('^ 


Ferner  ist  dy=pdx,  und  hierin  den  Wert  von  dx  gesetzt, 

Lübsen,  Infinitesimal -Rechnung.    7.  Aufl.  OQ 


dij  = 
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'pdp 


^-fö+^3 CO 

Lassen  sich  nun  beide  angedeutete  Integrationen  aus- 
führen, so  erhält  man  durch  Elimination  des  Differential- 
quotienten 2^  aus  (1)  und  (2)  —  vorausgesetzt,  dass  auch  diese 
Elimination  möglich  ist  —  die  verlangte  Gleichung  zwischen 
X,  y  und  den  beiden  Konstanten  C^  und  C,- 

295. 

Aufgabe  2.     Man  integriere  die  Gleichung 

^_     /^\ 

dx^      ^  \dxV- 

do 
Auflösung.     Hier  ist  r  =  (p(q),  also  -r^  =  g)(ji),  mithin 

(XOC 


Ferner  dp  =  qdx  =  n — f-,  mithin 


Q 
Ferner  dii  =  p .  dx  =  -^  i    -^  +  C,  L  mithin 

-Mll)+M+^^ -^ 

Aus  (1)  und  (2)  muss  nun  q  eliminiert  werden,  um  die 
Gleichung  zwischen  x  und  y  zu  erhalten. 

Anmerkung.     Cauchy  stellt  noch  höhere  Differential- 
quotienten auf  (le^ons,  pag.  649  etc.). 

296. 
Beispiel.    Man  integriere  die  Gleichung 


d-y  =  dx^^dx^  -\-  dy'^. 
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Auflösung.     Man  hat  hier 


0=1/1-4-' 


(Z=Vl+ir, 


x=c,  +  i(j'+VT+F) (') 

Ijdp 


dy^pdx 


Vl+ir' 


2/  =  Q+VT+F- (0 


i>=V(2/— a)-— 1, 


S97. 

2.  Fall.    Wenn  ein  Differentialquotient  als  Funktion  des 
zweitvorhergehenden  gegeben  ist, 

O      (cr'-'y 


dx-  ^Wx"-V' 

dann  benutze  man  die  aus  §  292  durch  Elimination  von  dx 
folgenden  Gleichungen 

dii  dq 


298. 
Aufgabe  1.     ;Man  integriere  zuerst  folgende  Gleichung: 
d'-y 

Auflösung.     Mau  liai  hier  (i  =  (f[ij),  mithin 

20* 
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^2f  =  \(p{tj)dij, 

p=V^2Liy)cly 


äx-      '^y 


^'^fcp{y)dy 

dy 
iWW)dy' 

299. 
Aufgabe  2.     Man  integriere  folgende  Gleichung: 
$^y  (dy\ 


dx^  \dx)' 

Auflösung.     Hier  ist 

dq  ,   .  ,  <%) 

qdq  =  g){p)d2}, 

r  a:=(-^M=        (1) 

-Uf=\<pip)dlh  JV2/^{p)dp  ' 


q  =  V^2  (f  {j})  dp\^,         dy  =pdx  ■■ 


pdp 


V2/g^ip)dp 


dp 

dx 


Aus  (1)  und  (2)  muss  nun  p  eliminiert  werden. 


300. 
3.  FaU.     Wenn  ^^  =  <p{x,  |),  so  setze  ,  =  |  und 


d-i/  (      dy\  ^  dp 

wenn  555  =  y(,!/,  3^}  so  setze  ,=j,^ 
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Aus 
folsft  z.  B. 


xd-y  =  dxdy  -\-  x-dx" 

d-y  ^l    dy      ^ 
dx-       X    dx        ' 


■p  +  x, 


dp 

dx 


^  — +  a?. 


xd})  =2^dx  -\-  x-dx, 
xdp  — pdx 


X- 


X 

dy 
dx 


—  X  -\-  C^, 

—  X'  ~Y~  O.  Xj 


y=-h^'  +  ic\x'^c,. 


Einundzwanzigstes  Buch, 


Bestimmung  krummer  Linien   aus   gegebenen 
Eigenscliaften. 


301. 

Aus  der  Gleicliung  einer  krummen  Linie  kann  man,  durch 
Hilfe  der  Diiferentialrechnung',  Eigenschaften  derselben  finden, 
z.  B.  Maxima  und  Minima  der  Ordinaten,  Wendungspunkte, 
Länge  der  Subtangente  etc.  Umgekehrt  kann  man  auch  aus 
Eigenschaften  einer  krummen  Linie,  die  durch  Differential- 
gleichungen gegeben  sind,  die  krumme  Linie  selbst,  d.  h.  ihre 
Gleichung  finden,  wie  folgende  Beispiele  zeigen  werden, 

302. 

Aufgabe  1.  Eine  krumme  Linie  zu  finden,  deren  Sub- 
tangente immer  gleich  dem  wrfachen  der  Abscisse  ist. 

Auflösung.     Zufolge  §  49  ist  die  Formel  für  die  Sub- 

f/js  .  ,  . 

tangente  y--^^=b^,  mithin  miiss  sein: 


dx 

=  nix, 

y 

dx 

integriert : 

mly  = 

=  lx^ 

-lc  = 

^l{cx\ 

in 

y  = 

=  rx. 
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303. 


Aufgabe  2.     Die  krumme  Linie  anzugeben,  deren  Sub- 
normale gleich  der  Abscisse  ist. 

dy 
Auflösung.     Aus  S^^  =  y~^x  folgt  durch  Integration 

y'^  -\-  2c  ==  X-,  oder  2c  =  er  gesetzt, 


y='\/x-  —  a-,  also  die  Hyperbel. 

304. 

Aufgabe  3.  Eine  Linie  von  der  Beschaffenheit  zu  finden, 
dass  das  Quadrat  der  Subtangente  gleich  dem  Produkt  aus  der 
Abscisse  und  einer  konstanten  Grösse,  a,  ist. 

Auflösung.     Man  hat  hier 

dy        dx 


y       Vax 

y^^c.e      «. 

305. 

Aufgabe  4.  Die  krumme  Linie  zu  finden,  deren  Sub- 
tangente gleich  dem  Überschuss  der  Ordinate  über  die  Ab- 
scisse ist. 

(loc 
Auflösung.    Aus  y-j-  =  y  —  x  folgt 

ydx  =  {y  —  x)dy. 
Setzt  man  x  =  ty,  mithin  dx  =  ydt  -\-  tdy,  so  ist 


Jy+U{2t-l)  =  lc, 

ly-^ui^^  =  lc, 
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l  {2xij  —  if)  =  Ic-, 

2xy  —  V'^  ('-.    (Hyperbel.) 

306. 

Aufgabe  5.  Eine  krumme  Linie 
von  der  Beschaffenheit  zu  finden,  dass 
die  Tangenten  für  alle  Punkte  der- 
selben gleich  lang,  =a,  sind. 

Auflösung.     Zufolge  §  49  ist 


V 


l  +  ^  =  fl, 

^d,/ 


clx  = —  •  dii. 

y 

Wir  nehmen  hier  von  dem  Vorzeichen  +  das  untere,  weil 
es  ganz  willkürlich  ist  und  dadurch  die  Koordinaten  x,  y 
gleichzeitig  positiv  werden. 


Setzt  man  Vcr  —  y-  =  tv,  so  ist  y  =  —==  und 

^^  =  -iy  +  4y=  (§§  201  und  207), 


x  =  aJ[^J^ ^-^j-Va'-y'  +  C. 

Nehmen  wir  die  Konstante  (weil  sie  ja  beliebig  ist)  so, 
dass  für  x  =  0,  y  =  a  wird,  so  ist  C  =  0  und  dann 


+Va-  — r 


x  =  a.J  {^'LTl^^ ^j  _  ya'  -  y\ 

Diese  krumme  Linie  wird  Tractoria  genannt.  Man  kann 
sie  sich  nämlich  entstanden  denken,  indem  das  Ende  A  einer 
unbiegsamen  gewichtslosen  geraden  Linie,  AB  =  a,  dessen  End- 
punkt B  aber  schwer  ist,  längst  der  Abscissenlinie  fortgezogen 
wird,  alsdann  wird  der  schwere  Endpunkt  B  mit  fortgezogen 
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und  —  da  die  augenblickliche  Richtung  in  seiner  Bewegung 
immer  die  Tangente  ist  —  die  Tractoria  beschreiben.*) 

Sucht  man  die  Fläche  der  Tractoria,  so  folgt  aus  dz  =  ydx 
(§  217),  wenn  man  hierin  für  dx  seinen  Wert  setzt, 
dz=^  —  Va-  —  y- .  dy. 

Wir  müssen  das  Differential  hier  negativ  nehmen,  weil 
wir  die  Fläche  z  als  Funktion  der  Ordinate  y  betrachten 
und  z,  wie  die  Figur  zeigt,  mit  wachsender  Ordinate  ab- 
nimmt. Dieser  Umstand  ist  jedesmal  zu  berücksichtigen,  wo 
mit  dem  Wachsen  der  absolut  veränderlichen  Grösse  das  da- 
von abhängige  Quantum,  statt  auch  zu  wachsen,  umgekehrt 
abnimmt.  Wäre  z.  B.  für  vorliegenden  Fall  2'  =  F{y),  so 
müsste  doch,  weil  nur  mit  abnehmenden  Ordinaten  z  wächst,  für 
y-\-Ay  das  Wachstum  von  z,  nämlich  Az  =  F{y-\-Ay)  —  F{y) 
negativ  und  mithin  auch  das  Differential  von  z  negativ  sein, 
daher 

2'  =  —  ly^^ZZf-  .dy-^C  und  (§  226) 

z  =  —  \y  Va-  —  y-  —  Ur  arc  sin  ~-\-C. 

Soll  die  Fläche  von  AB  an  gerechnet  werden,  mithin  für 
y  =  a^ AB,  z  =  0  sein,  so  ist 


-lyVa-  —  y-  —  ^cr .  arc  sin 


Setzt  man  hierin  y  =  0,  so  hat  man  für  die  ganze,  sich 
an  der  unendliclien  Asymptote  hin  erstreckende  Fläche  den 

Ausdruck  z  =  — ,  d.  i.  den  vierten  Teil  der  mit  dem  Radius 

4- 

BA  =  a  beschriebenen  Kreisfläche. 

307. 

Aufgabe  6.  Man  sucht  eine  krumme  Linie,  in  welcher 
die  Tangente  der  Quadratwurzel  aus  der  Ordinate  proportional 
wächst. 


*)  Ein  in  England  etablierter  Frankfurter  Mechauikus  soll  Häline, 
Zapfen  und  Achsen  nach  der  Tractoria  konstruiert  und  darauf  ein  Patent 
genommen  haben. 
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Auflösung.     Man  hat  hier 


^V^^w=^'^' 


Setze  1/ -=^t,   also  v  =  ,    ,   ,o  ^  so  findet  man 


X  =^V(iy  —  y'^  —  (i  arc  tgl/ ^  +  C 

Bestimmt  man  die  ganz  willkürliche  Konstante  so,  dass 
für  y^a,  x  =  0  wird,  so  ist  (7=0. 

308. 

Aufgabe  7.  Man  sucht  die  krumme  Linie,  bei  welcher 
das  vom  Anfangspunkt  A  auf  die  jedesmalige  Tangente  ge- 
fällte Perpendikel  gleich  der  Abscisse  des  Berührungspunkts  ist. 

Auflösung.  Ist  S^  die  Subtangente,  r  der  Berührungs- 
winkel, also  sinT  =  -y^  (§  70),  so  hat  man 

+  (S^  —  x)  sin  T^x, 

(Ix        \  dy 

■^dy~'^)'ds^''' 
{ydx  —  xdy)"  =  x'^ds^  =  x-  {dx-  +  dy-\ 

{x-  —  1/-)  dx -\-  2xydy  =  0 (i) 

Diese  Gleichung  ist  homogen  und  nach  §  284  zu  integrieren. 
Durch  einen  kleinen,  manchmal  anwendbaren  Kunstgriff  er- 
hält man  hier  aber  das  Integral  kürzer  so: 
Aus  (1)  folgt    x-dx  —  7j-dx  -\-  2xydy  ^=  0, 
^^         2xydy-fdx_^^ 
X- 

l 

X 

indem  man  die  Konstante  mit  2a  bezeichnet. 


Das  zweite  Glied  ist  offenbar  das  Differential  von  ^,  folglich, 


x-\-^  =  2a, 

X 


y=V2ax  —  X-.     (Der  Kreis.) 
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309. 

Aufgabe  8.  Es  wird  die  krumme  Linie  verlangt,  bei 
welcher  die  Tangente  immer  gleich  ist  der  vom  Anfangspunkt 
nach  dem  Berührungspunkt  gezogenen  Geraden. 

Auflösung".     Man  hat  hier 


clx        , 

dy  —  dx 
y  X 
ly  Ijl  Ix  =  Ic. 

Für  das  obere  Zeichen  ist  y=^cx  (gerade  Linie).     Für 
das  untere  Zeichen  xy  =  c  (Hyperbel). 


310. 

Aufgabe  9.  Man  sucht  die  vom  Anfangspunkt  ausgehende 
krumme  Linie,  deren  vom  Bogen,  Abscisse  und  Ordinate  be- 
grenzte Fläche  gleich  Zweidrittel  des  aus  der  Abscisse  und 
Ordinate  gebildeten  Rechtecks  ist. 

Auflösung.     Man  hat  hier  (§  217) 

\yäx  =  ^xy, 

ydx  =  lydx  -f-  'Ixdy, 

^dy dx 

"  y  ~  ^  ' 
2ly  =  lx-\-  Ic, 
y'^  =  cx  (Parabel). 

8U. 

Aufgabe  10.  Eine  vom  Anfangspunkt  ausgehende  krumme 
Linie  zu  finden,  deren  quadrierte  Länge  gleich  dem  Produkt  aus 
der  Abscisse  und  einer  konstanten  Grösse,  «,  ist.    In  Zeichen 

s-  =  ax. 
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Auflösung.     Es  ist  2sds'^adx, 

adx 


ds 


2s   ' 


V 


,    ,  dir\    -,  adx 


djr)     '        2  Vax' 
7        1  A*  —  4x    , 

Setzei/ — -. =  t,  also  aj  =  — V-ts,  so  ist 

\       ^x  1  +  ^ 

?/  =  4-  'Vax  —  4a?^  —  -^a  arc  tgl/  -^— \-  C, 

oder  (Trigonometrie  §  100) 

2/  ^  i  Vaa?  —  4a?-  —  |a  arc  cosl/  — ^  -j-  C. 
Da  nun  für  rr  =  0  auch  ^  =  0  sein  soll,  so  ist  C=^a  .  4-jr.  Daher 

y=^Y  Vfla?  —  4:X'  -{-^ai^jt  —  arc  cosl/  —  j, 

oder,  weil  allgemein  arc  sin  i^ -|- arc  cos  «  ^  |jr, 
mithin  ^jr  —  arc  cos  «  ^  arc  sin  h,  so  ist  kürzer: 

y  =  J-  Vax  —  4a?-  +  i^  arc  sinl/  — . 

312. 

Vorhergehende  und  ähnliche  Aufgaben,  wo  nämlich  die 
Länge  eines  Bogens  als  Funktion  der  Abscisse  gegeben  ist, 
lassen  sich  oftmals  leichter  auf  folgende,  zuerst  von  Torto- 
lini  gezeigte  Weise  lösen.  (Cauchy's  legons  T.  IL  p.  115.) 
Es  folgt  aus 

s  =  VaXj 

f:-iVI (') 

Nennt  man  9  den  Winkel,  den  die  am  Endpunkt  M  des 
Bogens  AM  =  5  gelegte  Berührungslinie  mit  der  Ordinaten- 
richtung  bildet,  so  ist  (§  79) 

dx        .    ^ 

rfj=^™® (^) 
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Aus  (1)  und  (2)  folgt:    1  =  il/—  •  sin  0,  und  hieraus 


x^  |a  sin  -Ö (3) 

dx  =  ia  sin  6> .  cos  0 .  dß. 


dy 
Ferner  hat  man  v^  =  cot0,  also 
dx 

dy  =  cot  ö .  dx, 

dy  =  ^a  cos  -0 .  d&, 

dy  =  -1  a  (^  cos  28  + 1)  f?0, 

y  =  |sin20  +  |-0 (4) 

Weil  fiir  3c  =  0,  ß  =  0  ist  und  auch  ^^0  sein  soll,  so 
ist  hier  keine  Konstante  nötig. 

Aus  (3)  folgt  sin  6  =1/  — ,  mithin  ist  cos  ö  =  1/ 

und  sin  2ö  =  2  sin  0 .  cos  0  =  2  \/  ^^  •  1/ ,  daher 


a 


y  =  \  Vax — 4a?-  -\-  ~  arc  sin 

Setzt  man  in  den  beiden  Gleichungen 

X  --=  I «  sin  ^0, 

?/  =  iasin20  +  jaö, 

20  =  CO  und  -^a==r,  mithin  sin -0  =  sin^-|^co  =  4-(l — cos«), 
so  hat  man 

x  =  r  —  r  cos  co, 

y  =  r  CO  -\-  r  ^\\\  CO. 

Die  gesuchte  krumme  Linie  ist  also  die  bekannte  Cykloide. 

313. 

Erklärung.  Wenn  man  in  einer  Gleichung  zweier  ver- 
änderliclien  Grössen,  x,  y,  und  einer  Konstanten,  «,  dieser 
Konstanten  alle  möglichen  Werte  beilegt  und  für  jeden  dieser 
Werte  die  entsprechende  krumme  Linie  über  derselben  Ab- 
scissenliuie  und  für  denselben  Anfangspunkt  konstruiert  denkt, 
so  erhält  man  (im  allgemeinen)  ein  System  von  krummen 
Linien   derselben   Art.      Denkt   man   sich   noch   eine   andere 
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Linie,  welche  jenes  System,  d.  h.  jede  besondere  Linie,  nach 
einem  gegebenen  Gesetze  schneidet,  z.  B.  alle  unter  demselben 
Winkel,  so  wird  die  schneidende  Linie  eine  Trajectorie 
genannt.  *) 

314. 

Aufgabe  11.  Es  sei  ß  =  ma  die  Gleichung  einer  ge- 
raden Linie,  indem  «  die  laufende  Abscisse  und  ß  die  Ordi- 
nate bezeichnet.  Lässt  man  den  Koeffizienten  m  sich  ändern, 
so  erhält  man  eine  vom  Anfangspunkt  ausgehende  Folge  von 

geraden  Linien.  Man  suche  die  Tra- 
jectorie y=^(p(:x),  welche  alle  unter 
einem  gegebenen  Winkel,  =£,  durch- 
schneidet. 

Auflösung.  Es  sei  M  ein  Punkt 
der  Trajectorie,  dessen  Abscisse  AP=a; 
und  Ordinate  MP  =  ?/.  Es  sei  ferner 
der  Winkel,  welchen  die  durch  M  an  die  Trajectorie  gelegte 
Tangente  mit  der  Abscissenachse  macht,  =r  und  der  Winkel 
MAP  =  6>,  so  ist  £  =  T  —  e  und 

tg.=    tgr-tge 
*=  l+tgr.tg© 

Aus  der  gegebenen  Gleichung  der  geraden  Linie  ß^ma 

folgt  -— =  «i=tg0  und  da  tgT  =  ^,  so  ist 

da  dx 

dt/ 

-^  —  m 

dx 

tR-£= 


1  +  ,H^' 

dx 


Da  nun  aber  für  den  Punkt  M,  a  =  x  und  ß^y  und 
der  Koeffizient  m,  welcher  zu  dieser  besondern  geraden  Linie 

AM  gehört,  =~  ist,  wie  aus  der  Gleichung  ß=ma  folgt,  so  ist 


*)  Jean  Bernouilli  hat  zuerst  (1697)  die  Theorie  der  Trajectorien, 
die  sich  offenbar  auch  auf  Flächen  ausdehnen  lässt,  aufgestellt.  Er  wurde 
durch  die  von  Huyghens  aufgestellte  Ansicht,  dass  die  Fortpflanzung-  des 
Lichts  in  einer  wellenförmigen  Bewegung  des  Äthers  bestehe,  darauf  ge- 
führt. 
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dy_ 
dx 

a 

1+^ 

a 

dy' 
dx 

tg£ 


oder,  weil  für  den  Punkt  M  auch  x,  y  statt  a,  ß  gesetzt  werden 
kann,  und,  wenn  man,  der  Kürze  halber,  Xgt  =  a  setzt, 

dx      X        xdy  —  ydx 


(O 


die  Differentialgleichung-  der  gesuchten  Trajectorie,*)  welche, 
weil  homogen,  integriert  werden  kann.     Es  folgt  zunächst 

axdx  -[-  nydy  =  xdy  —  ydx 
und,  wenn  man  y  =  tx  mithin  dy  =  xdt  -{-  tdx  setzt, 

dx         dt  at     ,^ 

alx  =  arc  tg  f  —  ^cd  (1  -|-  f-)  -j-  C, 

alx  =  arc  tg  -^  —  Ul  f^^i^l  +  C, 
^  X       -     \     X-     J 

fX'  -4-  w2\  J- 

oder,  weil  ^ali — ^     )  =  a?(a;--[-y')"  —  «^-c  ist, 

aKa^^  +  2/')-  =  arctg|  +  C. 

Weil  die  Konstante  beliebig  ist,  so  setze  man  C^=0  und 
statt   rechtwinkliger   Koordinaten   Polarkoordinaten,   nämlich 

y 

,0 


Vx-  -f-  2/'  =  r  und  arctg  — =  0,  so  ist  cdr^=&,  also 


Soll  der  Winkel  6  =  45^  sein,  so  ist  «  =  1,  mithin  (§  74) 


r  =  e^. 


Soll  £  =  90^  sein,  so  ist  a=^oo.    Aus  (1)  folgt  dann 
xdx  -\-  ydy  =  0, 

x--\-y  =  r-. 


*)  Die  Differentialgleichungen  der  Trajectorien  sind  also  vom  ersten 
Grade  und  erster  Ordnung. 
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315. 

Aufgabe  12.  Es  sei  ß'-=pa  die  Gleicliiuig  der  ge- 
wöhnlichen Parabel  mit  dem  unbestimmten  Parameter  jj. 
Giebt  man  diesem  Parameter  alle  möglichen  Werte  von  j;  =  0 
l^is  ^  =  c5o,  so  erhält  man  eine  Folge  von  Parabeln,  die  alle 

denselben  Scheitel  haben  und  wo- 
von die  Achsen  die  beiden  äusser- 
sten  Parabeln  sind.  Man  sucht  die 
Trajectorie,  welche  alle  Parabeln 
unter  demselben  Winkel  s  schneidet. 
Auflösung.  Es  sei  M  ein 
Punkt  der  fraglichen  Trajectorie, 
AP  =  x,  MP  =  i/.  Es  sei  T^  die 
Tangente  der  Trajectorie  für  den  Punkt  M  und  T'^'  die  Tan- 
gente an  der  entsprechenden,  durch  denselben  Punkt  gehen- 
den Parabel. 

Nun  ist  zunächst  wieder  6-=t  —  6>,  also 


tg€ 


Ferner  ist  tgr  = 


tg  r  —  tg  6> 
l+tg6>.tgT- 


fh/    ^    r,       dß  o  .    .   äß        p 

:^^S^  =  ±  lind  aus  ß-=pa  folgt  ±  =  i-. 


da 


da      2ß 


tg£  = 


dx      2ß 


1  + 


p_  dy' 
2ß'  dx 


Da  nun  aber  fiir  den  Punkt  M  die  Koordinaten  der  hin- 
durch gehenden  Parabel  und  der  Trajectorie  gleich  sind: 
a  =  x,  ß^y,  und  der  dieser  besondern  Parabel  entsprechende 

Parameter  (wie  aus  ß-^pa  folgt),  nämlich  j9=  ~,  also  auch 

für  jeden  Punkt  M  (,r,  y)  der  Trajectorie  immer  jJ  =  —  ist, 

so  kann  man,  weil  der  Punkt  M  ganz  unbestimmt  gelassen, 
d.  h.  weil  dieselben  Schlüsse  für  jeden  andern  Punkt  der  Tra- 
jectorie und  der  dadurch  gehenden  besondern  Parabel  gelten, 
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die  veränderliche  Konstante  })  eliminieren  und  hat  dann  für 
die  die  Trajectorie  bestimmende  Differentialgleichung 

dx      2x        2xdy  —  ydx 


tSff 


2x  dx 


Soll  6^  ^90^  sein,  so  ist  tge  =  x)  und 
ydy  -\-  2xdx  =  0, 
y-  -f-  2x'  =  c. 

316. 

Aufgabe  13.  Die  Trajectorie  zu  finden,  welche  alle  über 
einer  gemeinschaftlichen  Achse  konstruierten  Parabeln  so 
schneidet,  dass  die  Flächeninhalte  zwischen  jedem  Parabel- 
bogen und  den  Koordinaten  des  Endpunkts  (=«"■)  sind. 

Auflösung.  Sei  M(a:,7/)  ein  Punkt  der  Trajectorie,  so 
muss  (§  225)  -l-xy  =  a-  sein,  und  da  dies  von  jedem  Punkte 
der  Trajectorie  und  der  dadurch  gehenden  Parabel  gilt,  so  ist 
die  gesuchte  Trajectorie  eine  Hyperbel,  nämlich 


317. 

Aufgabe  14.  Man  sucht  die  Trajectorie,  welche  ähnliche 
Ellipsen,  über  derselben  Abscissenachse  imd  aus  demselben  An- 
fangspunkt konstruiert,  rechtwinkelig  durchschneidet. 

Auflösung.  Da  die  Ellipsen,  d.  h.  ihre  Achsen  in  dem- 
selben Verhältnis  bleiben  sollen,  so  kann  man  in  i3^=  —  Vcr  —  «- 

den  konstanten  Faktor  —  =  «<  setzen,  dann  folgt  aus  der  S  314 
aufgestellten  allgemeinen  Formel 

tg  T  —  \^(-) 

^'~l  +  tgr.tgr^' 

.    ,  dy       1  ^    ^,      dß  nia  nra       .^,  . 

worm  tgT=^  und  tg^>=  ,-  = --_  =r  = .  mithin 

""         dx  ^  da  \/a-  —  a-  ß 

Lübsen,  Infinitesimal  -  Kei^liiiuiig.    7.  Aufl.  Ol 
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tse 


du  ,  .,  X 
f-^m-  — 
dx  y 

(ly     „  X  ' 

1 ,—  •  m-  — 

ax         y 


Weil  mm  £  =  90^  sein  soll,  so  ist  tg-6  =  oo,  mitlnn 

V^  •  ;;r  —  = 
dx         y 

^  dy      dx 


1       dy      .,  X 

dx         y 


nr 

y       ^  ' 

nrJy  =  Ix  -\-le  =  l  (ex), 
y      =  ex. 

318. 

Aufgabe  15.  Eine  Gleichung  für  die  loxodromisclie  Linie 
zu  finden,  d.  li.  für  diejenige  Linie,  welche  alle  Meridiane  der 
Erde  (diese  als  Kugel  angenommen)  unter  einem  gegebenen 
Winkel.  6.  schneidet. 

Auflösung.  Es  ist  hier  am  bequemsten,  die  Lage  der 
Punkte  durch  krummlinige  Koordinaten,  nämlich  durch  Länge 
und  Breite  anzugeben. 

Es  sei  demnach  M  ein  Punkt  der  Loxo- 
drome,  AP  =  /  die  auf  dem  Äquator  ge- 
messene Abscisse  und  'MP  =  ß  die  auf  dem 
Meridian  gemessene  Ordinate. 

Wächst  AP  =  x  um  PQ  =  A/  und  MP 
-=-(3f  um  SV^A/?,  so  ist  MS  =  A/-cos/i? 
(Trigon.  §  40  d)   und   für  NMV=MVS  =  £ 

AX .  cos  /9        - 

— ^  und  ganz  genau 

dx .  cos  ß 


näherungsweise  tg6 


tSTf 


d?. 


dß 


hieraus 


dß 


tg  f  •  -^  und  (§  209) 

^        COS/9  .  ^^  ^ 


X  =  tgi.ltg[4b'*-^ißl 
Soll  für  ,3  =  0  auch  /  =  0  sein,  so  ist  keine  Konstante 
nötig.     Die  Loxodrome  geht  also   in   unzähligen  Windungen 
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um   den  Pol   (die   Kugel)   herum.      Denn   für   ,9^  +  90^    ist 

Anmerkung.  Aufgaben  über  Trajectorien  lassen  sich 
oifenbar  sehr  viele  und  sehr  verschiedenartige  aufstellen.  (Siehe 
Brandes'  Höhere  Geometrie  2.  Band.)  Wir  geben  jetzt  eine 
andere  von  Lagrange  aufgestellte  lehrreiche  Aufgabe. 

319. 

Aufgabe  16.  Es  ist  eine  gerade  Linie,  AB  =  2«,  ge- 
geben, und  in  ihren  Endpunkten  Perpendikel  von  unbestimmter 
Länge  errichtet.  Man  soll  nun  eine  krumme  Linie  von  der 
Beschaifenheit  finden,  dass  jede  daran  gezogene  Berührungslinie, 
wie  YT,  von  den  Perpendikeln  zwei  solche  Stücke  AV,  BT 
abschneidet,  dass  das  Produkt  aus 
denselben  immer  gleich  einer  kon- 
stanten Grösse  ist,  AV.BT  =  ?/-. 

Auflösung.  Es  sei  M  ein 
Punkt  der  gesuchten  Linie,  AP:=.r, 
MP  =  if,  so  ist  oifenbar  (indem 
man  durch  M  eine  mit  AB  paral- 
lele Linie,  GH,  gezogen  denkt  und  beachtet,   dass  tg  TMH 

=  tgVMG  =  |  ist) 


dy 


dx' 


mithin  ist. 


dy 

dx 


BT  =  y/  +  (2a  — a;) 
p  gesetzt,  laut  Bedingung 


x^ 

dx'' 


{y  —px)  [y—px  +  2ap)  =  h- ( i ) 

(y  — pxf  -\-  2ap  {y  —px)  =  Ir. 

y — px  =  —  o,p-\-  V^"  +  d'p'^ 

1 
y  =  px  —  ap  -f  {Jr  4-  a-p-) - ( -'  ) 

Diese  Gleichung  lässt  sich  am  leichtesten  nach  §  201  in- 
tegrieren, danach  ist 

—.1- 
dy  =pdx  -\-  xdp  —  adp  -f-  (7/-  -f-  a-p')    ''a"pdp 


X  —  a 


crp 


V&^  +  aV 


dp  =  0 (3) 


'2r 
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Setzt  man  den  Faktor  dp=^0  und  integriert,  so  ergiebt 
sich  i)  =  c.  Setzt  man  diesen  für  p  gefundenen  konstanten 
Wert  (der  sich,  Avie  vorauszusehen,  nur  auf  eine  gerade 
Linie  beziehen  kann)  in  (2),  so  hat  man 


y  =  ex  —  ac  -f- V*--^  crr (4) 

als  das  allgemeine  Integral,  welches  der  Diiferentialgleichung 

dy 
(1)  Genüge  leistet,  indem  man  die  Werte  von  y  und  -j-  aus 

(4)  in  (1)  substituiert.  Jede  durch  einen  beliebigen  Punkt 
der  Linie  (4)  gezogene  Tangente  (welche  hier  offenbar  mit 
der  gefundenen  Linie,  weil  sie  eine  gerade  ist,  zusammenfällt) 
schneidet  von  den  Perpendikeln  die  verlangten  Stücke  wirklich 
ab.  Denn  setzt  man  a'  =  0,  so  ist  ^  =  AV=  —  ac-\-\lr  -\-  d'c^, 
und  setzt  man  aj  =  2a,  so  ist  y  =  BT  =  ac+V&'  + «^c-  und 
folglich  AV.BT  =  ft-,  wie  verlangt. 

Setzen  wir  den  andern  Faktor  in  (3),  nämlich 


so  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  })  aus  dieser  Gleichung 
und  der  Differentialgleichung  (1)  noch  eine  andere  Beziehung 
zwischen  :r,  y,  nämlich 

y  =  ~^V2ax—.r (5) 

welche,  als  besondere  Auflösung,  der  Gleichung  (1)  ebenfalls 
Genüge  leisten  muss  (§  290).  So  folgt  z.  B.  aus  dieser 
Gleichung 

dy h        a  —  x 

dx       a    yorjx .T^' 

und  wenn  man  diese  Werte  von  y  und  j  in  (1)  substituiert,  so 
ist  für  jeden  Wert  von  x  das  Resultat  der  linken  Seite  =  h-. 

320. 

Erklärung.  In  vorstehendem  Paragraphen  haben  wir 
zwei  verschiedene  Gleichungen  gefunden,  welche  beide  der 
Differentialgleichung 
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^-^D(^-^^+-l)-^^ (') 

Genüge  leisten,  nämlich 

y^cx  —  ac  -\-  \h-  -\-  o'-c- ( 2 ) 

?/  =  —  y2ax — X- ; ( 3 ) 

von  welcher  die  eine  Gleichung'  eine  gerade  Linie,  die  andere 
eine  Ellipse  darstellt. 

Die  Gleichung  (2)  enthält  eine  ganz  unbestimmt  gelassene 
beliebige  Konstante,  c,  und  wird  deshalb  das  allgemeine  oder 
auch  vollkommene  Integral  der  Gleichung  (1)  genannt. 

Setzt  man  statt  dieser  unbestimmten  oder  allgemeinen  Kon- 
stante allerlei  verschiedene  bestimmte  Werte,  q,  c.,,  c.,..., 
so  erhält  man  aus  dem  allgemeinen  Integral  (2)  ebenso  viele 
sogenannte  spezielle  oder  besondere  Integrale,  welche  alle 
dieselbe  Art  Linien  ausdrücken.*^  und  wovon  jede  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  Genüge  leistet. 

Die  Gleichung  (3)  aber,  welche  ebenfalls  der  Differential- 
gleichung (1)  Genüge  leistet,  jedoch  keine  willkürliche  Kon- 
stante enthält  («  und  b  sind  ja  gegeben),  ist  nicht  durch  In- 
tegration, sondern  Differentiation  und  Elimination  gefunden, 
und  da  sie  auch  nicht  aus  der  allgemeinen  Integralgleichung 
(2)  abgeleitet  werden  kann,  welchen  bestimmten  AVert  man 
der  Konstante  c  auch  beilegen  möchte,  so  ist  sie  dem  Begriffe 
gemäss  weder  ein  allgemeines,  noch  ein  spezielles  Integral  der 
Gleichung  (1)  und  heisst  deshalb  auch  zur  Unterscheidung  eine 
besondere  Auflösung  derselben  (§  290). 

321. 

Wir  sind  im  vorhergehenden  auf  den  merkwürdigen  Fall 
gestossen,  dass  einer  und  derselben  Differentialjrleicliung  zwei 
verschiedene  primitive  Gleicliungen,  nämlicli  das  vdllkommene 
Integral  und  die  besondere  Auflösung  Genüge  leisten.  Vor 
Lagrange 's  Zeiten  waren  die  besonderen  Auflösungen  so  be- 

*)  Was  man  unter  bestimmtem  Inteirral  verstellt,  ist  sclion  früher 
(§  221)  erklärt.  Man  nnterschfidet  demnach  dreierlei  Arten  Intecfrale, 
nämlich  allgemeines  (vollkumini-iifii.  spezielles  und  lie  stimmt  es. 
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fremdend,  dass  mau  sie  geradezu  für  ungereimt  und  unzulässig 
erklärte.  Lagrange  zeigte  aber,  dass  die  besondere  Auf- 
lösung einer  Differentialgleichung  ebenso  gut  einen  Sinn  hat, 
wie  das  allgemeine  Integral  mit  willkürlicher  Konstaute,  mit 
welchem  es  in  einer  engen  Beziehung  steht,  ja  selbst,  was 
hier  unmöglich  erscheint,  aus  diesem  abgeleitet  werden  kann. 
Um  jedoch  diese  nicht  leichte  Sache  aufzuklären  und  zu  be- 
greifen, überlege  man  erst  folgendes: 

322. 

Unsere  drei  in  Betracht  kommenden  Gleichungen  waren 

(§  320): 

y=^ex  —  ar  -\-  ^^lf  -}-  a-f- ( 2 ) 

?/  =  — y2ax — X- (3) 

In  dem  vollkommenen  Integral  (2),  welches  eine  gerade 
Linie  darstellt,  ist  die  Konstante  c  bekanntlich  die  trigono- 
metrische Tangente  des  Winkels,  unter  welchem  die  gerade 
Linie  die  x4bscissenachse  schneidet.  Giebt  man  dieser  willkür- 
lichen Konstante  c  allerlei  bestimmte  Werte  (\ ,   c.^,  c.^ , 

so  erhält  man  ebenso  viele  besondere  gerade  Linien  (beson- 
dere Integrale),  welche  alle  der  Gleichung  (1)  Genüge  leisten 
und  sich  je  zwei  in  einem  Punkte  schneiden*). 

Stellt  man  sich  nun  vor,  die 

Konstante  c  sei  veränderlich  und 

denkt  sich  alle   durch   stetige 

^^^^  ^^^^^^^^        Veränderung  der  Konstante  un- 

j^^fl^^^H^nlH  mittelbar  aufeinander  folgenden 

|B^H^^^^^^|m|H  geraden   Linien   konstruiert, 

'      müssen  offenbar  auch  die  Durch- 
schnittspunkte   je     zweier    un- 

'^)  Mau  bemerke,  dass  der  Fall,  wo,  wie  hier  in  Gleichung-  (2),  die 
Konstante  c  in  einem  veränderlichen  Gliede  vorkonnnt,  sehr  verschieden 
ist  von  dem,  wo  die  Konstante  dem  Integral  nur  mit  dem  +  Zeichen  hin- 
zugefügt ist.  Giebt  man  z.  B.  in  der  Gleichung  ?/  ==  acr  -j-  /^  nicht  auch 
der  Konstante  «,  sondern  nur  der  Konstante  (i  allerlei  Werte,  so  werden 
alle  geraden  Linien  parallel  und  können  sich  also  nicht  schneiden. 
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mittelbar  aufeinander  folgenden  Linien  stetig  aufeinander 
folgen  und  eine  gewisse  krumme  Linie  bilden,  welche  von 
jeder  der  geraden  Linien  offenbar  berührt  wird,  oder,  was 
dasselbe  sagt,  die  erwähnte  krumme  Linie  berührt  alle  ge- 
raden. Es  entsteht  deshalb  die  Frage  nach  der  Gleichung 
y.=  F{x)  dieser  krummen  Linie.  Es  sei  M(.x,  y)  ein  belie- 
biger Punkt  der  krummen  Linie  und  y  =  cx  —  ac -j-\l? -^  crr- 
die  Gleichung  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  geraden 
Linie  VT',  so  muss  die  Gleichung  der  krummen  Linie  offen- 
bar so  beschaffen  sein,  dass  für  diesen  Punkt  nicht  allein  die 

Koordinaten  x,   y,   sondern  auch  der  Difterentialquotient  j^- 

der  krummen  Linie  mit  denen  der  geraden  Linie  überein- 
stimmen und  gleichzeitig  der  Differentialgleichung  (1)  Genüge 
leisten.  Da  dies  nun  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  mit  der 
besondern  Auflösung  (3)  der  Fall  ist,  so  ist  diese  auch  not- 
wendig die  Gleichung  der  krummen  Linie,  welche  alle  geraden 
berührt. 

323. 

:?:  Hiermit  wäre  freilich  die  geometrische  Bedeutung  der 
besondern  Auflösung  (3)  der  Gleichung  (1)  erklärt.  Die  be- 
sondere Auflösung  ist  aber  nur  beiläufig,  gleichsam  zufällig 
gefunden,  indem  man  es  doch  als  Zufall  ansehen  muss,  dass 
die  Differentialgleichung  (1)  sich  auf  die  §  290  angegebene 
Form  bringen  und,  wie  dort  gezeigt,  durch  Differentiation 
integrieren  Hess.  Man  kommt  deshalb  leicht  auf  den  Ge- 
danken, ob  sich  wohl  aus  einer  durch  wirkliche  Integrationen 
gefundenen  oder  auch  ganz  willkürlich  aufgeworfenen  Glei- 
chung, z.  B.  die  der  geraden  Linie: 


y  =  cx  —  ac-{-Vb-  +  a-(- ( i ) 

indem  man  die  in  einem  veränderlichen  Gliede  mit  vorkom- 
mende Konstante  c  stetig  ändert,  die  Gleichung  der  krummen 
Linie  ableiten  lässt,  welche  die  stetig  aufeinander  folgenden 
Durchschnittsyunkte  der  aus  {1)  entspringenden  unzähligen 
Linien  bilden. 

Deuten   wir   die    zu   findende    (^leicliung   der   fraglichen 
krummen  Linie  vorläufig  durch 

y  =  F(.r) 
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an,  so  ist  zuerst  klar,  dass  jede  der  unzähligen  geraden  Linien, 
welche  durch  die  stetige  Änderung  der  Konstante  r  in  (1) 
entsteht,  wegen  der  stetigen  Folge  der  Durchschnittspunkte 
durch  die  gesuchte  krumme  Linie  berührt  wird  (Berührung 
ersten  Grades,  §  126),  und  dass  also  für  eine  beliebige  Ab- 
scisse,   AP  =  .5c,   die  Konstante  c  einen  solchen  Wert  haben 

niuss,  dass  gleichzeitig  y  =  y  und  ^^-^^Y' {x)  wird.    Es 

ist  mithin  die  Konstante  c  eine  Funktion  von  x.  Wäre  diese 
Funktion  bekannt,  so  könnte  man  sie  statt  c  in  (1)  sub- 
stituieren und  die  resultierende  Gleichung  würde  dann,  wie 
folgende  Betrachtung  zeigt,  die  gesuchte  sein. 

Es  sei  vt  die  durch  M  gehende 

gerade  Linie,  welche  der  Konstauten 

r  entspricht,  mithin 


y^cx  —  ac  -|- V&^  +  ^""^^-  •  •  ( ^^ 
Lassen  wir  in  (1)  x  um  eine  kleine 
Grösse,  Ax,  wachsen,  so  gelangen 
wir  zu  einem  andern  Punkt,  n^  der- 
selben Linie  vt.  Lassen  wir  aber 
in  (1)  nicht  bloss  x,  sondern  gleichzeitig  auch  c  um  die  kleine 
Grösse  Ac  wachsen,  so  gelangen  wir  zu  einem  Punkt,  N, 
einer  andern  geraden  Linie  VT  und  y  wird  dann  eine  Funktion 
zweier  veränderlichen  Grössen,  x,  c  und  man  hat  (§  ir)2) 

Ay  =  c.Ax^  [x  —  a  +        ^^       )  •  A^'  + (^ ) 

Nehmen  wir  nun  für  ein  beliebiges  ^  =  AP  der  gesuchten 
krummen  Linie  die  Konstante  c  so,  dass  der  Koeffizient  von  Ac, 

nämlich  x — a^ ^=====  =  0  wird,  mithin  c^-       ^  ' 


\h-  -j-  (rr-  aV'Iax — x^ 

ist,  und  lassen  zugleich  Ac  und  Ax  bis  zu  Liflnitesimalgrössen 
abnehmen,  damit  die  Glieder  mit  höhern  Potenzen  von  Ac 
(und  auch  von  Ax,  wenn  solche  da  wären)  verschwinden,  so 
leuchtet  ein,  dass  die  Punkte  N  und  n  der  Linien  VT,  vf  mit 
M,  als  ihrem  Durchschnittspunkt  zusammenfallen.  (Vergl. 
§  243,  Rdmkg.) 
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Substituieren  wir  also  diesen  A\'ert  von  c  in  (1),  so  kann 
man  daselbst  auch  y  statt  y  setzen,  weil  die  Punkte  n  und 
X  zusammenfallen,  und  weil  die  aus  (Ij  und  (2)  folg-enden 
Ditferentialquotienten  gleich  sind.  Da  mm  aber  der  Punkt  M 
(die  Abscisse  x)  ganz  unbestimmt  gelassen,  dieselben  Schlüsse 
also  für  jeden  Punkt  der  gesuchten  kinimmen  Linie  gelten,  so 
ist  die  Gleichung  derselben 

h  {a  —  X)  X         ah  [ci  —  x)     ,  -|  /^T",     .,      Jf  {a  —  xf 


-V^ 


aV2ax—x-      aV2ax—x-y        '    '      a-i2ax  —  x-) 
was,  gehörig  reduziert,   auf  die  vorhin  gefundene  besondere 
Auflösung  führt,  nämlich 


--V2ax — X- 
a 


324. 


•-f:  Ist  also  die  Konstante  c  einer  gefundenen  Integralglei- 
chung in  einem  veränderlichen  Gliede  enthalten  (oder  durch 
Umformung  hineingebracht  worden),  so  findet  man  die  noch 
etwa  vorhandene  besondere  Auflösung  (Auflösungen),  indem 
man  nur  die  allgemeine  Integralgleichung,  d.  h.  die  Glieder 
derselben,  in  welchen  die  Konstante  c  enthalten  ist,  in  Bezug 
auf  c  differentiiert,  den  Faktor  von  de  gleich  Null  setzt,  auf 
r  reduziert  und  den  für  c  erhaltenen  Ausdruck,  der  eine  Funk- 
tion X  oder  y,  oder  von  x  und  y  zugleich  sein  kann,  rück- 
wärts sul)Stituiert. 

Die  Theorie  der  besondern  Auflösungen  führt  auf  sehr 
grosse  Weitläufigkeiten,  wenn  die  Diff"erentialgleichung  von 
einer  höhern  Ordnung  oder  von  einem  höhern  Grade  ist,  und 
Avenn  —  was  allerdings  möglich  ist  —  die  besondere  Auf- 
lösung daraus  direkt,  d.  h.  ohne  erst  das  allgemeine  Integral 
zu  suchen,  abgeleitet  werden  soll.  (S.  Cauchy's  le^ons  T.  IL 
l).  374.) 

325. 

:•:  Aufgabe.  ;Man  sucht  eine  krumme  Linie  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  für  jeden  Punkt  derselben  das  Quadrat  der 
Normale  jrleich  dem  Produkt  aus  der  Summe  der  Abscisse  und 
Subnormale  und  einem  konstanten  Faktor,  a,  ist.  In  Zeichen: 
N-^  =  a(x  +  Sj. 
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Auflösung.     Zufolge  §  49  ist 
dy-       a    dy      ax- 


dx'-       y    dx  y- 


dy 4  a  +  V|-a-  -\-ax  —  y- 

dx  y 


ydy  =  \ adx  — V\a-  -\-  ax  —  y-,  dx, 
^^^_     \  adx  — ydy     . 


V\a-  -j-  ax  —  y- 

x-^c  =  V|a-  -\-ax  —  y-, 

X-  -\-  2cx  -{-  c-  =  \  a-  -\-  ax  —  y-, 

y-  -\-  X-  —  {a  —  2c)  x  =  \a-  —  f-, 

y-  ~{-\_x  —  {\a  —  c-)]-  =  -Ur  —  ar ( i ) 

Die  gesuchte  Linie  ist  also  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkts- 
Abscisse  =  i« — -c,  Mittelpunkts -Ordinate  =0  und  Eadius 
=  Via-  —  ac  (Höhere  Geometrie  §  20). 

Nimmt  man  die  Konstante  c  veränderlich,  d.  h.  denkt  man 
sich  alle  besondere  Kreise  konstruiert,  welche  in  dem  allge- 
meinen Integral  liegen  und  sucht  den  geometrischen  Ort  der 
stetig  aufeinander  folgenden  Durchschnittspunkte,  indem  man 
die  Gleichung  (1)  oder  auch  die  vorhergehende  in  Bezug  auf 
c  ditferentiiert,  so  folgt  aus  2  [x-  —  [ha  —  c)] .  de  -\-  adr  =  <) ; 
2x-\-2c  =  0,  mithin  c  =  —  x.  Diesen  Wert  von  c  wieder  in 
(1)  substituiert,  ergiebt  sich  als  besondere  Auflösung 


Die  Linie,  welche  alle  Kreise  berührt  (einhüllt),  ist  also  die 
gewöhnliche  Parabel.  Denn  schiebt  man  den  Anfangsi)unkt 
um  la  zurück  und  setzt  x  =  t — \a,  so  ist  y^Vat. 


Zweiundzwanzigstes  Buch. 


Ergäiizuiigeii  zu  den  im  ersten  Buche  gegebenen 
Integrationsnietlioden. 
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Vi  0  die  im  vierzehnten  Buche  mitgeteilten  Methoden,  eine 
Funktion  zu  integrieren,  nicht  ausreichen,  da  ist  es  auch,  ein 
paar  seltene,  spezielle  Fälle  abgerechnet,  bei  dem  gegen- 
wärtigen Zustande  der  Integralrechnung  nicht  möglich,  das 
Integral  in  geschlossener  Form  zu  erhalten.  Diese  wenigen 
Funktionen,  bei  welchen  die  Integration  durch  sinnreiche 
Kunstgritfe  gelungen  ist,  wollen  wir  hier  nachträglich  noch 
mitteilen,  um  dadurcli  den  Anfänger,  der  an  dieser  fast  rein 
technischen  Sache  Vergnügen  findet,  vielleicht  zu  weitern  Spe- 
kulationen zu  veranlassen. 

I.    Integration  der  echt  gebrochenen  rationellen 
Funktionen. 

327. 

Für   die  Integrale      —5-1 — ^ — , — ,    {^tt-, ; —   und 

4,-  , r—  lassen  sich  auch,  für   vorkommende  Fälle,   all- 

X--\-pX^q 

gemeine  Formeln  aufstellen,  jedoch  muss  man  dann  zwei 
Fälle  untersclieiden,  wo  die  einfachen  Faktoren  des  Nenners 
reell  oder  imaginär  sind. 
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1.    Wenn   die  Wurzeln   imaginär   sind,   mithin,   wenn  q 

positiv,     r<CQ  ist.*)     Dann  setze  man,   um  die  hier  unbe-. 

({uemen  imaginären  Grössen  zu  vermeiden, 
dx  C  dx 


Setzt  man  einstweilen  q  —  -.-  =  «-,  x-^-iyp^u,  mithin 
dx  =  du,  so  ist 

dx  C    du  1         ,     u 

arc  ts: 


\x'-\-px-\-q  Ja--}-H"       a  ^  a 

und,  wenn  man  für  a  und  a  ihre  Werte  zurücksetzt, 

dx  2  ,      2x  -\-  p 

—  arctg         '-A=....(i) 


J  a;-  +  ^jo;  4-  q       y'4g  _  ^2  "  V4g — j;^ 

bo  ist  z.  B.    "2 — ^r — r-K  =  — =  arc  tg 


x''—2x-{-3       y2  ^_   V2    ■ 

Wäre  5  =  ^,  also  4^ — y-  =  0,  so  wäre  der  Nenner  ein 
•1 


C     dx 
vollkommenes  Quadrat  und  es  ist  dann  \-, — ,   ,   ,., 


1 


X  -f-  Jp 
2.    Wenn  die  Wurzeln  reell  sind,  mithin  q  entweder  ne- 

gativ,  oder  wenn  positiv,  dann  doch  V  >  g,  setze  man 

4 

r       dx  /*  dx  /*    du     1  j  fu — a\ 

\x--\-px — q        .     ,   ,     -,      fp^    ,     \        H^ — a-      2a    \u-4-aJ^ 

dx  1  2x-\-2) — Vp--{-4q 

n    .      I       -.      IT  /~2      i       TZ  ■  •  ■  •  V      •- 


X-  +  px  —  q       yf  _|-  ^     2x  +  i)  +  Vp-  +  4g 
^     .  ^       ^    r       2Ux  ^     fx~S\ 

Die  allgemeine  Formel  für  das  zweite  Integral   ergiebt 
sich  nun  sehr  leicht.     Es  ist  nämlich 


Ans  x- -\-px~{-q^O  folgt  X  =  —  kp  +1  / 4 Q- 
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r       xdx        r  xdx 

und,  wenn  man  a?-l-4j>'  =  ?^  also  x  =  ^i — -\p,  dx=^du  und 

p-         -, 
r/  —  —.  =rt-  setzt, 
4 

/*       xdx  A?(  —  4^^)  ^?(      r  udu         ^    C    du 


4-?  (a;-  4-  px  4-  r/)  ^  -i-j; 


...(3) 


x--\-i)X-\-q  \x--\-px-\-q 

wo  nun  das  Integral  rechter  Hand,  je  nachdem  ^^'Z?  nach 

Formel  (1)  oder  (2)  zu  nehmen  ist. 

Für  das  dritte  Integral  liat  man  jetzt 

Kx  -\-  B)  dx         r       xdx        _i   -D  r        ^^^ 


I X-  -\-i)x  -\-q         J  ^'  +i^^  +  5         J  ^^  +i>^  +  5 ' 
.  f       xdx  ,  *  7  /  ..   ,  ,  Aw  f        dx 

}x-^pX-\-q        -  2J,>-+i;a?  +  5 

-r-j-^ ~ —  =  \kl{x--\-px^q)^[V> ^     —  I  I 

JX--\-pX-\-q        -       ^       '^       \    iJ    \    \^  2  )jX--^pX-\-q 


...(4) 
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dx 
Um  das  Integral  von  zu  erhalten,  w^elches  auf 

(x'  +  a-) 
verschiedene  Weise  gefunden  w^orden,  ist  es  am  bequemsten,  die 
teilweise  Integration  anzuwenden.     Man  hat  nämlich  (§  201) 


x-Ci  +  i) 


2xdx 


(,x-  +  a-r?  dx  =  {x-  4-  a-)~ ."  x  —  x .  —  ?i,  (a;-  +  «-) 

C      dx       X  1   o    r      ^"^^^ 

J  (.r-  -f  ff-)         (x-  -f-  ff-)  J  ( X-  -\-  n  - ) 

=  — -"--  +  2.  fi^l+i^-^^ .  ^^, 

C      dx                   X          ,    ^    r      f/x            r.     of         f^a; 
= h  2m 2«a-   —TT 

J  (x^  +  a^r      ix'  +  a^)»-  ^  ■  J  (x^  +  a^)"  J  (o;^  +  a^f^' 
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Diese   Gleichung   auf  das   letzte   Integral   rechter   Hand   re- 
duziert: 

dx  X  ,    ,^        ^,C      dx 


I  X  ,   2n  —  1  r      dx 


r      dx 


I. 


+1       2a'-n  (x^  4-  a^)"   '     2ahi  J  (^^^  _|_  ^2^"  * 

Setzt  man  jetzt  }i-\-l  = )»,  mithin  n  =  m —  1,  so  erhält  man 
folgende  sogenannte  Eeduktionsformel: 

dx  1  X  ,      2m  —  3    /         dx 


nach  welcher  man  das  ursprüngliche  Integral  auf  ein  anderes 
von  derselben  Form  reduziert,  in  welchem  der  Exponent  m 
um  eine  Einheit  niedriger  ist.  Durch  wiederholte  Anwendung 
dieser  Formel  kommt  man,  weil  m  eine  ganze  Zahl,  zuletzt 
auf  das  bekannte  Integral 

^    dx  1         ^    X 

i-^r-j — 5  =  —  arc  tg  — . 
]x--{-a-       a  a 

Man  hat  z.  E.  für  m  =  3 

dx  1  X  ,     3   r      dx 


C      dx       _    1  X  \   ^    dx 

J  \:>?  +  «-)-  ~  20^  *  :k-^  4-  a'  "^  2^J iC"  +  ((- 


11  a: 

arc  tg  — ,  mithin 


r      dx       X  .  Zx  _L    '^  t    ^ 

J  (x^  +  a-)^^  ^  4«^  (rr^  +  a'^)-  "^  8a*  (a:'^  +  a-j  +  8^  ^^'^  ^  "^ ' 

lässt  sich 

(^-+iJ^ +  '?)'" 
leicht  auf  die  vorstehende  Eeduktionsformel  zurückführen.    Man 
hat  nämlich,  wenn  man  ^  +  ii^=»,  dx=d\(  und  q — \ir=a- 
setzt, 

r       fto        _  r d^ r    r^». 


II 
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329. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  findet  man  auch   die   folgende 
E  eduktionsformel : 

dx  X  ,      2m  —  3    C        dx 


{(C'—x'f      2{m—l)d\{a-—x'T'^      1{m—\)a'}(^a-—x'T-'' 
Hierbei  kommt  man  zuletzt  auf  das  bekannte  Integral 


J. 


dx  \      a-{-  X 


a-  —  X-      2a     a  —  x 


330. 

oifdx  u-i        xdx 


Setzt  man '■ ^=x^ 


[X-  -[-  a-)  [x-  -\-  ((-) 

und 


,Ay    CvX  I) 1  XtvX 


(er  —  X  )  (a-  —  X-) 

nennt  den  ersten  Faktor  u,  den  andern  dv,  und  integriert  nach 
§  201,  so  erhält  man  noch  folgende  zwei  Reduktionsformeln: 

r  x/dx  x^~  _\   i* — ^  r  * 


IV 


r    x^dx  x^^  i^^l     r    Jc^'dx 


Ü(«- 


(rt-— :»-)'"       2  0>i—  1)  (a^— a^'^)'"-'       2em—  1)  J  (ft-2_aj2y«-i 

331. 

Das  Integral  von  — ^-~ dx  findet  man  durch  Zerlegung 

a;" —  1 

des  Faktors  von  dx  in  Partialbrüche. 

Zufolge   Analysis   §   131    sind    sämtliche    ?AVurzeln    der 

Gleichung  ./" —  1  —  0  durch  die  Formel 

X  =  cos + 1  sm 

n   ^^  n 

gegeben,  indem  man  hierin,  je  nachdem  >i  gerade  oder  unge- 
rade, /.•  =  0,  1,  2,  ?,....\n  oder  /t  =  0,  1,  2,  ?,....\{n  —  \) 
setzt.  Die  zweiteiligen  einfachen  Faktoren  von  x" — 1,  d.  h. 
die  Nenner  der  gesuchten  Partialbrüche  sind  mithin: 
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2Ajr       .   .    2kx 

X  —  cos i  sin , 

n  n 

2kjr   ,    .   .    2JijT 

X  —  cos h  i  sin . 

)i  n 

Ist  n  gerade,  so  giebt  es  für  /■•  =  0  und  k  =  hi  zwei 
reelle  Nenner  x  —  1  und  x-\-l,  die  andern  sind  alle  gepaart. 
Ist  n  ungerade,  so  giebt  es  nur  einen  reellen  Nenner,  näm- 
lich  X — 1,  für  k  =  0.  Die  andern  Nenner  sind  gepaart  vor- 
handen. 

Seien   nun  A, ,   A-, . . .  A     die  Zäliler  der  n  Partialbrücbe, 

1  "  -  H  ' 

welche,   weil   die  Nenner   Formen   ersten  Grades   sind,   not- 
wendig konstant  sein  müssen  (Analj'sis  §  142),  so  hat  man 

af    ^   Aj^ A^ Ä^ 

y_l      x-1^  2ji      .  .    2jt^  2jr  ,   .  .    2ji 

a?— cos isin —     .r— cos — H-jsm  — 

n  n  n  n 


K  ,  A, 


4jr      .   .    4.7r  4jc  ,   .   .    -ijr 

-cos 1  sm  —     a;— cos h  ^  sm  — 

71  n  n  n 


l..(i) 


Ist  n   ungerade,   so  sind,   den  ersten  Bruch ^  aus- 

'  :c  —  1 

genommen,  je  zwei  Brüche  gepaart  vorhanden.    Ist  n  gerade, 

4.  A 

so  ist  der  erste  Bruch     ^  ^ ,   und  der  letzte        " 


x—\  3?+r 

Um  den  Zähler  Aj^  zu  finden,  multipliziere  man  die  ganze 
Gleichung  mit  x — 1  und  setze  dann  .t=1  (Analysis  §  143), 
so  ist  (weil  x  — 1  =  0  und  x' —  1  =  0) 


A,= 

A  — 

--      r     ;^^^,  mithin  (§81) 
X  ■ —  1           '^ 

{x—\)p.x''~^  +  x''         x'' 

x'+' 

^^1 

ux"-'                  nx"-' 

n 

nx 

A,=  -  (weil  x'  =  l  und  x''  +  ''=l\ 

2jt  2jr 

l  m  A.,  zu  finden,  multipliziere  man  mit  x — cos /sin 

n  n 

2jl  '^T 

und  setze  dann  x=cos l-^sin^"  ,  so  ist  (weil  x'  =  \) 

n  n 
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x"" .  [X  —  cos i sm  — ,       ^ 

V  71  n  J       0 


,p 


A..= 


A.=    ^ 


(ä; — cos  ^ isiii — j2)oc        -{-x'^ 

nx 
P         .,P+i        cos— +?sin- 


»i  —  1  n 

nx  nx 


A,=  —  <^cos  -^^—^ — h  '  sm  —^-^ — —  M  Anal.S  88). 

n  [  n  n        }^  "^      ' 

Ebenso  hat  man 

Ao=  —  <^  cos  —^—^ — 1  sm  -^^^^ — —  \ , 

^      n  [  n  n         J 

A.=  —  <^  cos  -^^^-^ — - — h  ^  ^111  -^-^ —     \  • 

Sind    allgemein    M    nnd    X    die    Zähler    zweier   Brüche 

.      ,                              ^.                                 2l-jr        .    .     2k-r 
mit    den    gepaarten    Xennern    .'■  —  cos i  sm und 

'2Jxjt   ,    .    .     2/rjr  .  , 

X  —  cos h  I  !*in ,  so  ist 

n  n 

^_       1  r       2^-(:i^  +  lW   ,    .   .    2kip-\-l)jr         , 

M  =  —   cos  — - — — h  i  sm  — - — ' — —    und 

n  _  }i  n         ^ 

>»  =  —  j  cos  — — — ■ — '- i  sin  — - — — '—  I , 

n  L  n  n         J 

und  die  beiden  Brüche  selbst  also 


1         2lip-^l)      ,    1     .   .    27.-0;+l) 

—  •  cos  — ^^-!-  -  ji-i-     •  i  Sin  — ^^^— ^ —  jc  A    1   T.  • 
n                n                n                  n           A  +  Bi 

2k  .   .    2k  ~  x  —  c(^ßi 

X  —  cos      jT  —  i  sin  —  jr 
)i  n 

1  2Ä-(iJ+l)  1     .    .    2Ä-('i;+l) 

—  •cos — -^^-^ — 'ji tsin — -^-^ — jt  .       ^.  • 

n  n  n  n  A  —  Bi 


2k      ,    .   .    2/.-  x  —  a  +  tii 

X  —  cos-    jr  +  ^sm       .T 
n  II 

Lübsen.  lufliiitesiiLal-KecLuimg.    7.  Aufl.  OO 


338 


addiert  man  beide  Brüche,  indem  man,  wie  angedeutet,  des 
bequemeren  Schreibens  halber,  A,  B,  a,  ß  als  Stellvertreter 
setzt,  so  ist 


A  +  Bi 


Bi 


2k{x  —  a) 


2B/? 


x  —  a  —  ßi^x  —  a-\-ßi        {x  —  af^ß-         {x  —  af-^ß"-' 

multipliziert  man  jeden  der  beiden  gepaarten  Brüche  oder 
ihre  rechter  Hand  stehende  Summe  mit  dx  und  integriert, 
so  ist  das  Integral 


=  M  [{x  —  «)-  +  ß'']  —  2B  arc  tg ' 


ß 


oder,  für  A,  B,  «,  ß  ihre  Werte  zurückgesetzt  und  beachtet, 


.2k      ,     .  .2Ä:  . 

dass  cos-  —  ji-\-  sm-  —  jr  =  1, 
n  n 


-1 cos  — -^—^ —  jt.llx'  —  2a; .  cos  —  jT  +  1 J 


2    .    2Ä-(i9+l)  ,    ■ 

—  sm  — ^^^- — -  jc .  arc  tg 


n 

2k 
cos  —  Jt 
n 


.    2k 

sin  —  JC 
n 


Denkt  man  sich  die  Gleichung  (1)  —  Seite  336  —  mit 
dx  multipliziert  und  integriert,  so  giebt  vorstehende  Formel, 
indem  man  darin  k=l,  2,  3..  setzt,  die  Summe  der  Integrale 
von  je  zwei  gepaarten  Brüchen.     Setzt  man  ä;  =  0,  so  erhält 


man  das  Inte2:ral  des  ersten  Bruches 


j_  r  dx    _  1 
n  Jx —  1       n 


=  -l{x—l) 


doppelt.    Dies  ist  natürlich,  weil  wir  bei  der  paarweisen  Ver- 
einio:un2:  der  Brüche  den  ersten  als  zweimal  vorhanden  fin- 


giert haben,  nämlich 


1 


1 


1  + 


1 


1 


n    X — 1  —  O.i   '    n    x — l-f-O.i       n    (x — l)"-^ 
mit  dx  multipliziert  und  integriert,  ist  das  Integral  also 

=  }Lifx—lf  =  —  l(x—l)  Statt  -l{x—l). 


Aus  demselben  Grunde  ist,    wenn  n  gerade,   auch  der 
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letzte  Bruch,*) 


,  bei  diesem  paarweisen  Zusammen- 


n   x-\-\ 

fassen   als   zweimal   vorlianden   angenommen.      Dies    berück- 
sichtigt, hat  man  folgende  allgemeine  Eeduktionsformel : 

—  cos  — ^— ^ — -  jc.lix-  —  2.2; .  cos  —  jr  +  1 
H  n  \ 


:^dx 


x"—l 


2    .    2Mp+l) 

—  sm  — ^^-^ — -  .T  .  arc  tg 

H  n 


n 

2k 
cos  —  jt 
n 


.    2k 
sm  —  jc 
n 


worin  A-  =  0,   1,  2,  3 |^j  für  ein  gerades  n  und  A;  =  0,  1, 

2 —  für    ein  ungerades  n  zu  setzen  und  vom  ersten 

positiven  Teil  jedesmal  die  Hälfte  zu  nehmen  ist,  wenn  der 
zweite  negative  Teil  verschwindet,  was,  wenn  n  ungerade,  für 
k  =  0,  und  wenn  n  gerade,  für  k  =0  und  k  =  ^n  der  Fall  ist. 
Ganz  auf  dieselbe  ^^'eise  findet  man  folgende  Reduktions- 
formel (Analysis  §  134bj: 

"f     1        {2k^l)ii>+-l)     /,    „  2Ä;+1        ^] 

cos^^ ■ — ^^ -ji.l{x-—2x.cos jr+1 

H  n  \  n  J 


II. 


x^dx 


a;"+l 


2A-+1 

,   2      .    (2Ä;+nQ>fl)  .  n 

H sin^ —      ^      ^  üi .  arc  tg 

n  n 


sm 


2A-+1 


n 


bei  welcher  für  ein  ungerades  n  dieselben  Bemerkungen  gelten. 

3 \ 

Beispiel.    Sei  p  =  0,  n  =  3,  so  ist  für  ^-  =  0  und  k  =  — ^— 


dx 


l .  il  (x  —  1)-  +  i .  cos  |jr .  l  {x-  —  2x .  cos  |.t:  +  1) 


—  1  sin  jjr .  arc  tg 


X  —  cos  |.7r 
sin  -ijc 


!■• 


dx 


x^—1 


''     X-  +  3?  +  1 


1  ,    2a;  +  l 

-p=  •  arc  tg  — -^— 
V3  ^    V3 


*)  Den  Zähler  die-ies  Bruches  findet  man  ebenso,  wie  den  des  ersten. 
Multipliziert  man  nämlich  die  Tileichung  (1)  mit  x-\-l  und  setzt  dann 
X  =  —  1.  so  ist 


x/(x+l)_  0  _     x"    _x 
x  —  1         ^       tix 


l'+i 


1 


nx 


22 ' 
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Anmerkung.     Die  beiden  Formen 
x^dx  x^dx 


a?  +a  ax  +0 

lassen  sich  leicht  auf  die  vorhergehenden  zurückführen,  indem 


"^="•1/1 


man  im  ersten  Fall  x  =  au  und  im  andern  x^ii .  \/  —  setzt. 

332. 

Die  im  vorhergehenden  Paragraphen  erwähnten  Funk- 
tionen lassen  sich  oftmals  leichter  durch  Substitutionen  inte- 
grieren.    Man  hat  z.  B.: 

r  xHx   _\  r    d.  py'    _  1  C    du     _  1  , 

}x^-\-  l"~3jl  +  (a;=7^~3jr+^~3"^^'^  ^^''' 

r  xdx    __ J^ C    d.x-     _  1  r    du 
J.T*— fl*  ~~  "2J  (r- 1-  —  «•-  ~  2"  I  i7-  —  «•- ' 


J. 


9?(?a:  1     «  — «        1     ic-  —  fr 

*  —  a*      4«   ?f  -|-  «       4a-   a?-  -[-  «- " 


II.    Integration  der  irrationalen  Funktionen. 

333. 

Wir  haben  schon  §  207  bemerkt,  dass  es  nur  sehr  we- 
nige irrationale  Funktionen  giebt,  deren  Integral  sich  in  ge- 
schlossener Form  darstellen  lässt,  aus  dem  einfachen  Grunde, 
weil  in  den  meisten  Fällen  eine  solche  Form  gar  nicht  exi- 
stiert. Zu  jenen  wenigen  irrationalen  Funktionen  gehört  die 
folgende,  das  sogenannte  binomische  Diiferential,  welches  sich 
unter  zwei  dazu  günstigen  Umständen  rational  machen  lässt, 
nämlich: 

JL 
x"'(a^hxYdx, 

wo  m,  n.  2),  q.  ganze  oder  gebrochene,  positive  oder  negative 
Zahlen  sein  mögen. 

Erster  Fall.     Wenn   — ^^   eine   ganze   positive   oder 

negative  Zahl  ist,  dann  setze 


541 


a  -{-  hx"  =  ^^,  mithin  x  ^ 


1-1 

.2         vA"  ..^9-1 


und  dx^- 


J^ 


_  1  ' 

x"'(a  +  hxy.dx  =  —^^^'^'~\^'  —  a)   "         .d^. 

nh 

Ist  nun,  wie  vorausgesetzt,  — —  eine  ganze  positive  Zahl, 

so  kann  man  das  Binom  unter  dem  Integralzeichen  entwickeln 
imd  hat  dann  nur  eine  Reihe  von  Potenzen  zu  integrieren.   Ist 

— -^^-  eine  ganze  negative  Zahl,  so  erhält  man  eine  rational 

n 

gebrochene  Funktion. 

Zweiter  Fall.     Wenn  -—^ 1-  ^  eine  ganze  positive 

n  q 

oder  negative  Zahl  ist,  dann  setze  man,  weil 

x"'  {a  +  ^^") ^dx=^x       '"^  .{h  -{-  ax   ") ^ .  dx, 

h-\-ax~'*  ^2*^, 

so   wird    die  Funktion,   indem   man   in   dem  vorhergehenden 

Integral   m-{-—  in   m,  — n  in  n,  a  in  h  und  h  in  a  ver- 
wandelt. 


n 


^-^1-^2''— h)    ^   "        "      \dz, 


also  rational,  wenn  — '-^ — \-  —  eine  ganze  Zahl  ist. 
n  q 

Beispiel    1.      in    \jy^{(tr-{-xr)    -  dx   ist    }n  =  'i^    /<  =  2, 

—  =  — l ,  — ^1^  =  2.    Man  setze  also 
q  n 

1.  _  1 

er  -\-  X-  ^2-\  ic  =  {z'  —  a-) ' ;  dx  =  2  (^■  —  a'-)    "  (Z^, 
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)iJ^  =  —  —  a-z, 


[ 


—   — -^ — a-{a-^x-)-  = '- {x-  —  2ar). 


Beispiel  2.    In  [x?  Ur  +  x-)"^ .  dx  ist  ^^^  +  ^ 

n  q 


1. 


Man  setze  also 

II  o     o  o 

-j-crx    -  =  2-;    X- 


a 


x^  {er -{- x'^)    ^.dx 


X- {a^ -{- x'^)     .dx 


{z^'-l) 

a- 
< 

1 


-;    dx- 


azdz 


(^— 1) 


V 


'_4,  11 


x' 


3a- 


{a'  +  x^Y 


334. 

Folgende  sechs  Eeduktiousformeln  mögen  noch  bemerkt 
werden,  durch  deren  wiederholte  Anwendung  das  binomische 
Integral 

a?"' (a  -1-  hx'Y  dx, 


P 


wenn   die   Rationalisierung   nicht    möglich   ist,   in   günstigen 
Fällen  auf  ein  bekanntes  oder  doch  einfacheres  Integral  zu- 
rückgeführt werden  kann  {m,  n,  ]}  sind  beliebig  und  p  jeden- 
falls ein  Bruch). 
Es  ist  zuerst 

W"  {a  +  hx'f  f?x  =  p"-"+\  {a  +  hxyx'-'dx, 
und  durch  teilweise  Integration 


x\a  +  hxydx  = 


~\-x 


m  —  M  -f- 1 


(a  -\-  bx") 


,"  \p + 1 


nbip  +  1) 
m  —  n  -\-  1 


x"    ".  (o  4"  ^^ 


,'^i'  +  i 


dx. 


nh{p-\-l)} 

Nach  dieser  Formel  kann  man  also  gleichzeitig  den  Ex- 
ponenten p  vergrössern  und  m  verkleinern. 


34^ 


Entwickelt  man  das  rechter  Hand  stehende  Integral,  so  ist 


H\i)-f  1 


y.-'—^^_^^jcy-'dx=\ 


+ 


(a  +  bx^) 


,nsp  + 1 


m  —  n  -\-l 


''Al±AÜ-^a^bxydx 
—  n^lj 


und  wenn  man  m  —  u^m',  JJH-I=y,  mithin  m  =  m'-\-n, 
p  =})' —  1  setzt  und  hernach  die  Accente  wieder  weglässt, 


11. 


x"  (a  +  hx"f  dx  ■■ 


7)1 +  1 


x'"^'ia  +  bxy 


m-\-  1 

^x"'+\(a  +  bxy-'dx. 


Will  man  bloss  m  verkleinern,  ohne  p  zu  ändern,  so  setze 
man  das  rechter  Hand  stehende  Integi-al  in  I.,  nämlich: 

L'" - \a  +  bxf  -^\dx  =  \x"- "  (rt  H-  bxy  {a  +  bx')  dx 

=  \[ax' ' \a  +  bxy+  bx".  (a  +  b:frf]dx 

Substituiert   man   die  rechte  Seite  statt  der  linken  in  I., 
fasst  dann  die  beiden  gieichnamigen  Integrale   in   ein  Glied 

m  —  «  -|-  1       m  -j-  np  -f-  1 


zusammen  und  beachtet,  dass  1 


n{p  +  l)  n{p  +  \)    ' 


so  kommt  nach  gehöriger  Reduktion 


III. 


x'\a  -\-  bx'fdx  =  ■ 


m  —  n  + 1 


+ 


(a  +öic") 


»\p+i 


b  (;m -{- np -\-  1) 
a(m — n  -f- 1) 


b  {m  -\-  np  -f- 


-r   x"'   ".  {a  4"  bxydx. 


Reduziert    man   diese   Formel   auf  das   Integral    rechter 
Hand,  so  ist 


x'"-\{a-{-bxydx  = 


m  —  n  + 1 


+ 


,«M'  +  1 


a{m  —  n  -\-  1) 

i(,„+„j,+i)|- 

a{m  —  n-\-l)^     ^     '        ^      ' 
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und,  wenn  man  m  —  }i  =  m',  also  m^^m'-\-n  setzt  und  her- 
nach den  Accent  wieder  weglässt, 


IV. 


x\a^hxyclx-- 


x"''\{a-\-bx") 


n^p  + 1 


a  {vi  -\-  1) 

*("'+"+"^+i'r^"+»(«+i^")''<to. 


a{m-\-\) 


AVill  man  p  vergrössern,  ohne  m  zu  verändern,  so  setze 
man  in  IV.: 


ic  ^  .  («  -|-  te  )'^= —, ^x  {a.-\-bx  )  , 


SO  ist 


m  +  » 


x'''^\{aJ^hxydx  = 


+  j\x'\a  +  hxy^\dx 


x\a  +  hxydx. 


Substituiert  man  die  rechte  Seite  statt  der  linken  in  IV, 
und  fasst  dann  die  gleichnamigen  Integrale  in  eins  zusammen, 
so  hat  man  nach  gehöriger  Eeduktion 


x'\a  -\-  hxydx  = ' 


^'«+\(«  +  ?,^'y  +  i 


an  (p  + 1) 

))i  -\-  }i  -{-  np  -\-  1 
ttn\p+l) 


,"\p + 1 


x'\a  +  hxy^\dx. 


Um  p  zu  verkleinern,  ohne  m  zu  verändern,  reduziere 
man  V.  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  hat  man 


«\p+i. 


x"\a-\-hxy^'dx  =  \ 


x"'-^\{a  +  hxy-^' 


m-{- 


m  4-  «  +  iW  ~\~  1 

«  +  MJ94-1J 


\x"ia  + hxydx. 


Setzt  man  p-\-l^=^ij\  also  p=p) — 1,  und  lässt  im  Re- 
sultat den  Accent  wieder  weg:,  so  ist 
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VI. 


x\  {a  -j-  hx'fdx  = 


+ 


J  .  («  +   ('^    ) 


m  -\-  np  -\-  1 


ani) 


m-\-  niJ-\-  1, 


»\p— 1. 


x'"(ft  -|-  &^  )       dx. 


Anmerkung.  Sollte  eine  dieser  sechs  Eeduktionsformeln 
ein  Glied  =  cc  geben ,  so  ist  die  Formel  unbrauchbar.  Es 
ist  dies  dann  aber  ein  Zeichen,  dass  das  binomische  Diffe- 
rential sich  rational  machen  lässt  und  nach  §  333  integriert 
werden  kann. 

335. 

Aufgabe.     Man  soll  das  Integral 


x"dx 


Vi— be- 
finden, wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist. 

Auflösung.    Hier  passt  offenbar  die  Formel  III.  (§  334), 
indem  hier  yi=2,  p  =  —  i  ist,  daher 

jn  —  1 


I 


iX*        tveX" 


Ml 


Vi— iC^ 


m 


Durch  Wiederholung  dieser  Reduktion  wird  der  Expo- 
nent m  jedesmal  um  zwei  Einheiten  kleiner  und  man  kommt 
zuletzt,  je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  die  be- 
kannten Integrale 


r    dx 
JvT^P 


=  arcsina;; 


j- 


-f=  =  — Vi— ic^ 
Vl—x^ 


Es  ist  hier  also  allgemein 

1)  m  gerade: 


x"\  dx 


Vl  —  x- 


~=—n—x- 


1    ^,„-1  ,    l.jm — 1)    ,„-3  I 

■  X         -j—  ^,        X         -p. 

m  (m — 2).m 


,    1.3.5.. (m—1)     I    ,    1.3.5... (m—1) 


.m 
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2)  VI  ungerade: 


r  X 

Jvf 


m  1 


Vl—x' 


■x^ 


1    ^m-\    I      I.Qh— 1)      ,„_.3 

m  {m — z).m 


Hiernach  hat  man  z.  B. 
x^dx  X 


1.2.4.6...(m— 1) 
1.3.5.7 m  ^ 


xHx 


Vi  —  X-  -\-^  arc  sin  ic, 


r  ^'äx  ,- ^r^^    ,   1.3        ,1.3 


Vi— a; 

x^dx 


:^    ,    1.4    ,   ,    1.2.4 

■x-  -\- 


L5    '3.5 


1.3. 5J 


336. 
Aufgabe.     Man  soll  das  Integral 


J> 


x 


dx 


Vl—x'' 
finden,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist. 

Auflösung.     Nach  Formel  IV,  (§  334)  hat  man 

''x" '".  dx       ic~  "'  "^  .  V 1 — x'^ 


.f 


Vi 


—  m  +  1 


-ij  vr=^^  ■ 


Durch  Wiederholung  dieser  Reduktion   kommt   man   zu- 
letzt, wenn  m  ungerade  ist,  auf 

dx 


h 


xVl—x^-' 
Um  dies  Integral  zu  finden,  setze  man 


Vi  — x'  =  z,  x^  Vi  —  ^'j  dx  = 


zdz 


c     dx     _    r 


dz 


VI- 

\—z 
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dx  X   ^ 


Beispiel  1.  1 — =  — ::— •  yi  — r- -f^f     ^^      , 


r       rfa;        _       Vl  —  x-  f\—V\—x^\ 


C      dx 


Beispiel  2.    —  =—x    .y\—x- 


-ii/1 


Vi— a;^ 


<?a;  a?    ^.yi — X- 


Beispiel  3.   |  ^;^^=^  =  ^     -^t^"-  + 1  f-^ , 

jx-yl — X- 


r     dx      __f,^n.Vi-:^ 


337. 

Schliesslicli  betrachten  wir  noch  als  hierher  gehörend  das 
in  der  Mechanik  vorkommende  Ditferential 

X   .  ctx  -,„  ,  j,, —  1  j 

=  =  x  {ax  —  X-)    -^dx, 


Vax  —  x'- 

wo  7)1  eine  ganze  Zahl  ist. 

Durch  Umformung  desselben  in 

x"\x   ^(a — x)    -dx^x      ^{a  —  x)   ^ dx  hat  man 

-- ^\x      -  [a  —  x)    -  dx, 
JVax  —  X-     J 

mithin  nach  §  334,  Formel  III.,  indem  hier  ^^  =  1,  h  =  —  1, 
2)  =  — 2   ist  und  ui  —  |  statt  m  steht, 

J  m  m       ] 


Hl  — 1 


oder,  weil  x      '  =x       x'   und  x      -  =x       .x    -, 

C    x"dx     _ _  x'"~\Vax  —  x-      a{2m  —  l)  rx"'~\dx 
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Durch  Wiederholung  dieser  Reduktion  wird  der  Exponent 
m  jedesmal  um  eine  Einheit  kleiner,  und  man  kommt  zuletzt 
auf  das  aus  §  207,  2,  bekannte  Integral 

=  arc  sm . 


Vax — X- 


III.   Integration  der  Kreisfunktionen. 
338. 

Um  zunächst  die  Integrale  der  Kreisfunktionen 

sin"'a; .  cö^"'xdx,  sin'"^; .  dx,  coii"xdx 

zu  finden,  wo   m  und  ii  ganze  positive  oder  negative  Zahlen 
sind,  könnte  man 

du 


sin:z;=H,  mithin  cosic=Vl  —  u-  und  dx  =  -—= 


Vi  —  n^ 

setzen,  und  dann  unmittelbar  die  in  §  334  aufgestellten  Re- 
duktionsformeln anwenden.  Man  kann  hier  aber  auch  folgender- 
massen  verfahren.     Es  ist  zuerst 

sin'"a; .  cos'^xdx  =  sin"'~  x .  cos"£f  sin  xdx, 
folglich  nach  der  teilweisen  Integration: 

T      I    .    9^  n     ^  Slll  OC  .  cos         00 

I.    sin  X  cos  xdx  = 


u  +  1 

I     ''* 1  I     •     m  —  2  n  +  2     j 

-\ r—  Sin       X.  cos  ^  xdx, 

n  +  lj 


Durch  [diese  Reduktion  wird  der  Exponent  n  jedesmal 
um  zwei  Einheiten  vergrössert  und  gleichzeitig  m  um  zwei 
Einheiten  verkleinert,  was  zu  statten  kommt,  wenn  n  ne- 
gativ und  ui  positiv  ist. 

Will  man  bloss  m  verkleinern,  ohne  n  zu  verändern,  so 
setze  man  in  I. 

cos"  "^"^r  =  cos".-«  (1  —  sin-  x)  =  cos"ä;  —  cos"x .  sin-  x, 
so  kommt  nach  gehöriger  Reduktion 


11.  f. 
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sin  X  cos  xdx  = 


m  —  1 


,  sin*"    "x  .  co^'"xdx. 
m-\-  n^ 

Reduziert  man  diese  Formel  auf  das  Integral  rechter 
Hand,  setzt  dann  w  —  2  =  w',  also  m^^m'^2  und  schreibt 
zuletzt  wieder  m  statt  m',  so  ist 


III. 


.  „,        „    ,        sm       ic  cos      X 
sm  X  cos  xdx  =  - 


'''^'''^Hsm"'+'xco,"xdx. 
m  -4-  1     .1 


+ 

Reduziert  man  Formel  I.  auf  das  Integral  rechter  Hand, 
-.setzt  7n  —  2  =  7n',  n^2  =  n'  etc.,  so  ist 

I   .  ,„        n    7        Sin  ^  ä;  .  cos      a? 
IV.    sin  X  cos  xdx  = r—z 

m  -\-  1 


H -—   Sin  ^  X .  cos      a^Y/it'. 

w  +  lj 


Setzt  man  hierin 

sin"'"^"^a;  =  sin'"a:  (1  —  cos  -x)  =  siii'"a:'  —  siii"'x .  cos  -x, 

so  erhält  man  durch  eine  ähnliche  Reduktion  wie  für  Formel  II. 

,,!.,„        „    ,        Sin  ^  X  cos      X 
v .     sm  X  cos  xdx  = , 

m  -\-  n 


-\ , —  sin  X  cos      xdx. 


Reduziert  man  diese  Formel  auf  das  Integral  rechter  Hand 
und  setzt  dann  n  statt  n  —  2,  mithin  n  -\-  2  statt  n,  so  ist 

„,    f  .  ,„        „    7             siir+^a;.cos"'^^Ä; 
\  I.     sin  X  cos  xdx  = t—z 

J  «  + 1 

-\ '-,-  sm  a;cos      xdx. 

n  +  1      J 


339. 

Setzt  man  in  die  IF*  der  vorsteliciiihMi  sechs  Reduktions- 
formeln u  =  0,  so  hat  man 
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sm"'xdx  ■■ 


sin'"     ac.cosa;    ,   m  — 1|   .  ,„_2    , 

sin       xdx 


m  ni 

und  durch  Wiederholung  dieser  Reduktion 


/■ 


m  —  2 


sin       xdx  ■- 


sin 


X  cos  X  ,   m  —  3 


m- 


m 


sin'"     xdx. 


1)  ?)i  gerade: 


I.  \<m"xdx  = 


COSiC 


?>^ 


•  )« — 1 
sm       a; 


^  sm       x-\-. 


m 


3.5..(»«— 3)(>H— 1)   .      1    ,    1.3.5....('m— 3)(jH— 1) 


2.4..(»i— 4j(w«— 2)         J  ^  2.4.6 (m—2)  w     ' 

2)  wi  ungerade: 

ni   •  w    7             cosa?     .  „i_i        ji?       1    .  »i— 3     , 
.  I sm  xdx  = I  sm       x-\ ^ sm       x-\-... 


m 


2.4....(m— 3)(w— ly 


'    1.3....(m— 4)(m— 2)J' 
Setzt  man  in  Formel  V.  §  338,  m  =  0.  so  giebt  dieselbe 

1)  n  gerade: 

ml      n    I        sm  X  \      ,j — 1        n  —  i      „ — 3     . 
.  I  cos  xdx  = I  cos      x-\ cos      x-}-  ... 


3.b..{n—3){u—l) 


COSiC 


1.3 (»— 3Xn— 1) 


IV 


.    cos'*a:fZic 


2.4..(»— 4)0^—2)  J  ^  2.4 («—2) «    ' 

2)  n  ungerade: 


sina? 


n 


cos"-'x-^'-^ lcos"-'^  +  ... 


2.4....0i— 3)(u— ly 


'    1.3....(«— 4)(«— 2)J 

IV.    Integration  einiger  transscendenten  Funktionen. 

340. 

Die  einzige  Eegel,  welche  sich  für  die  Integration  trans- 
scendenter  Differentiale  geben  lässt,   ist:   die  teilweise  Inte- 
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gration  oder  Substitutionen  zu  versuchen.  Ein  paar  der  wich- 
tigen Fälle  wollen  wir  hier  mitteilen.  Man  hat  z.  B.  durch 
teilweise  Integration 


i 


e'^sin  nxdx  =  sin  iix .  e^ —  n  e!. cos  nxdx, 


e  cos  )ixdx  ==  cos  nx  .e  -\-n\e  .  sin  nxdx. 

Multipliziert  man  letztere  Gleichung  mit  —  n ,  addiert 
sie  dann  zur  ersten  und  fasst  die  gleichnamigen  Integrale  in 
eins  zusammen  etc.,  so  hat  man 


/• 


x  .        -,         a:  /  sm  )w:  —  )i  cos  iix 

e  sm  nxdx  =  e  { — , — ^ — 

1  -\-  n- 


Multipliziert  man  dagegen  die  erstere  Gleichung  mit  n 
und  addiert  sie  dann  zur  zweiten,  so  hat  man  zugleich  auch 


/' 


a;  ,  XI  cos  nx  -{-  n  sin  nx 

e  cos  nxdx  :=  e  ' 


l+.r 
Ebenso  findet  man 


a;"cos xdx  =  ic"sin x  —  n\ x"    ^sin xdx, 

x" ~ ^sin  xdx  =^  ^  x"~^.  cos x  -\-  {n  —  1 )  x" ~ "cos  xdx, 
mithin  die  Reduktionsformeln 

x".  sin  xdx  =--x"~' \ — x  cos x-\-n  sin x)  —  )i  {)i  —  1)  x" " "sin  xdx. 
Beispiele: 

—r dx=^\ dx  =  l  (e^-\-  e""^). 

^  e    +  1  J  e  +  e 

2.    \x"\ilx)"dx=^^^  -f  , '^\x'".{lxr-\dx. 

J  ni-\-l  m-\-lJ       ^ 
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c   JutvJU 


{l-^xf     JVl+a;      il  +  xj 
e^xdx        I  e  ax       i       e 


{l-^xf 
1 


'  e'^dx  _f 

1+^     J( 


(1  +  ^) 


2  )   M'SJj 


-  e^dx  = 


^+ 


l-{-x  l-\-x         J{l-\-x) 

Letztere  beiden  Gleichimgen  addiert,  kommt 


s, 


{l-^x}-      l-\-x' 


341. 

Die  folgenden  drei  Integrale  verdienen  noch  bemerkt  zu 
werden,  nämlich: 

1.     sin  {mx  -\-  n)  cos  Q;^  ~\-  q)  dx. 
dx 


a-\-hcosx 
dx 


'  J  {a  -\-  h  cos  x)- ' 
In  Bezug  auf  das  1.  Integral  hat  man  (Trigon.  §  100) 

sin  {mx  -j-  u) .  cos  {2)x  -\-  q)  dx  =  4-  sin  [{m  +  jj)  ^  +  n  -\-  q]  dx 

1.     sm (?»a:  +  ?? ) cos ( px -\- n) dx  = — J/^  , — 4 —^ 

cos  [(wi  — j;)  a?  -j-  »  —  g] 
2  (?)?  — 19) 
Für  das  2.  Integral  hat  man,  cos-  ^x  —  sin-  ^x  statt  cos  x 
gesetzt, 

dx  C  dx 


C        dx         _r 

J  a  -f"  ^  cos  a?      J  ( 


a-\-hQ,o^x     J  a  -|-  6  cos'-^  \x  —  h  sin-  \x 
^  1 


cos""  |x 


dx 


— .^, \-h  — 1> ..  tg-  ^x 

cos-  ^X  ■    o     - 
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und  weil 


/; 


dx 


« (1  +  tg^  ix)  und  ^^  =  2cl  (tg  U) 


a-\-b.cosx 


2.cl{tgix) 


a-\-h-{-{a  —  h)tg-  \x 


(0 


Ist  nun  erstens  «>>&,  dann  ist 


clx 


a-\-h  cos  x 


d .  tg  ^x 


«  +  ^1^01  «  —  ^ 

'   tg-4-a; 


rt  —  b 


du 


a-\-b 


2 


arc  tg  II . 


IIa, 


S-. 


dx 


Va^—b^^ 

•arctg^tg|a^.|/| 


a  —  o\ 


a-\-bJ  ' 


—b 


a-\-bco8x       y^2 — j2  ^^      ö\"o-'    -j/  rt-|-& 
Ist  aber  zweitens  a  <<  &,  dann  hat  man  aus  (1) 


dx 


a  -{-bcosx       b 


d .  tg  ^x 


2 


b-\-  a 


tgHx 


b  —  a 


du 


b-\-a 


Vb-\-a-\-2i'Vb  —  d 
Vb'^—a''   '  "^Vb  +  ä—uVb^^J' 


■l 


IIb.   f- 


f?x 


VZ>  +  et  4-  tg  jx.Vb  —  d 
a^bcosx       \/b''—a'   '  Wb^i  —  tg  |ic.V6  — « 

Ist  endlich  drittens  a=^b,  so  hat  man 

^^      C         dx  1  C    dx  1^1 

IIc.  \—7r-, ^  =  K-  — 5-1-  =  —  tglo?. 

J  a(l-\-  cos  x)     ■  2aJ  cos-  ^x      a        ' 


«(l-f-cosic)     ■2a^ 

Differentiiert   man,   um   das  Integral  II.  weiter   in  An- 
wendung zu  bringen,  den  allgemeinen  Ausdruck 

f{x)  ,      C        dx 


(ci  -\-  b  cos  x) 


-.+./- 


a-\- bcosx  ' 


so  erhält  man  nach   gehöriger  Reduktion  und  erneuter  Inte- 
gration: 

Lübsen,  Infinitesimal -KecLnung.    7.  Aufl.  23 
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J{a-\-b  cos  x) .  d  f(x)  -\-  hi  sin  x .  f{x) .  dx  pdx 

(a-\-hGosxy+^         ~  ~^  a-\-b cosx 

f{x)  C       dx 


f+'J" 


( 


ia-{-bcosxy       J  a-\-bcoBX 
Mit  n  =  l  erg-iebt  sich  jetzt  linker  Hand 
(a  -\-  b  cos  x) .  df(x)  -\-  [b  sin  x  .f(x)-\-  ap  -\-  bp  cos  x]  dx 


(a  -{-  b  cos  x)- 


Offenbar  vereinfacht  sich  hier  der  Zähler,  wenn  f{x)  = 
sina;,  also  df{x)  =  conxdx  gesetzt  wird: 


f 


b  +  ap  -f  {a  +  bp)  cos  x 
(a  -\-  b  cos  x)- 


Setzt  man  weiter  a  -\-  bp  =  0,  also  p  =  —  y  nnd  dividiert 
die  Gleichung-  durch  b  —  y,  so  erhält  man 

,  dx  1      /  bsinx       ,      C       dx 


{a-{-bcosxY      a^ — b'-\      a-{-bcosx       j  a-{-b  cos  xr 
wo  das  Integral  rechter  Hand  uns  schon  bekannt  ist  (s.  11.) 


Dreiundzwanzigstes  Buch. 


Eigenschaften  bestimmter  Integrale. 


342. 

Lis  ist  bereits  erklärt,  was  man  unter  bestimmtem  In- 
tegral versteht,  und  wie  dasselbe  aus  dem  unbestimmten  oder 
allgemeinen  Integrale  gefunden  wird  (§§  221,  222).   Ist  nämlich 

wobei  jedoch  die  notwendigen  Bedingungen  zu  berücksichtigen 
sind,  dass:  1)  f{x)  nicht  vieldeutig  ist  und  sowohl  für  die 
Grenzen  selbst,  als  auch  innerhalb  des  ganzen  Intervalls  x — Xq 
stets  kontinuierlich  sein  muss,  also  weder  imaginär  noch  un- 
endlich wird,  und  2)  dass  f{x)  innerhalb  des  Intervalls  immer 
dasselbe  Vorzeichen  hat  (§  234). 

Der  Anfänger  wird  wohl  thun,  x  als  Abscisse,  f{x)  als 
Ordinate  und  das  bestimmte  Integral  als  Summe  unendlich 
schmaler  Rechtecke  zu  denken. 

343. 

Hat  f(x)  in  gleichen  Entfernungen  (links  und  rechts)  von 
der  Mitte  des  Intervalls  gleiche  Werte,  so  braucht  man  nur 
das  Integral  von  der  Mitte  l)is  zu  Ende  oder  von  Anfang  bis 
zur  Mitte  des  Intervalls  doppelt  zu  nehmen.    Man  hat  z.  li.  aus 

23* 


f 
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cos  xdx  =  smx-\-  C, 


-\n 


sin  "^xdx  ^  2  siii  -xdx. 


'  Sind  aber  die  erwähnten,  von  der  Mitte  gleich  weit  ent- 
fernten Werte  von  entgegengesetzten  Vorzeichen,  so  besteht 
das  Integral  aus  zwei  gleichen  entgegengesetzten  Summen  und 
ist  also  nicht  in  geometrischem,  sondern  in  rein  arithmetischem 
Sinne  genommen,  =0,  z.  B. 


/• 


cos  xdx  =  0. 


344. 


Die  bestimmten  Integrale  führen  oftmals  auf  unerwartete, 
sehr  merkwürdige  Resultate.  Ein  paar  Beispiel©  mögen  ge- 
nügen, dies  zu  zeigen,  indem  wir  wegen  weiterer  Verfolgung 
dieses  unerschöpflichen  Gegenstandes  auf  grössere  Werke  der 
Integralrechnung,  z.  B.  Cauchy's,  oder  auf  Minding's  Inte- 
graltafeln verweisen. 

345. 

Aufgabe.  Man  suche  den  Wert  des  folgenden  bestimmten 
Integrals 

oo 

dx 


J, 


{i+x^r 

0 

Auflösung.     Zufolge  §  328  Formel  I.  hat  man  {n  als 
ganze  Zahl  genommen): 

dx  1  x  ,■  2n  —  3  r        dx 


lj(l 


1(1+^2)»"    2(,,_i)  (i_^^-2y.-i   '   2(»  — l)J(i_|_^2y-i' 

der  vom  Integralzeichen  befreite  Teil  wird  für  jede  der  beiden 
angegebenen  Grenzen  =  0.  Wir  können  ihn  also  weglassen 
und  haben  dann  successive 
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r      dx      _2n  — 3r 

J(i+^T~2'^-2j(i 

0  0 

r        dx         _2n  —  h7 


dx 

X-) 


dx 


+  a;2f-" 


0 

X;^)^ 

0 

1  + 

Qt3 

6Za? 

Jl 

H-a;^        2 

0 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichungen  miteinander  und  lassen 
dann  beiderseits  die  sich  hebenden  Faktoren  weg*,  so  ist 

dx  1.3.5 (2w  — 3)    jr 


(l+a^T      2.4.6 (2»-2)    2  • 

0 

346. 
Aufgabe.     Man  suche  den  Wert  des  Integrals 

D 


/• 


Auflösung.     Man  hat  liier  zuerst 

\x\  e-'^dx^  —  x'.  e""+  «I  e~".  x"-''dx, 
hieraus  folgt  für  die  angegebenen  Grenzen  (§  201)  successive: 

00  00 

L-''x"dx  =  n(e-^''x"-\lx, 


oo  oo 

L-^x^'-'dx  =  0^  —  1)  [V'V~'(?ic, 


00 


e   "xdx  =1  .\  e   ''dx, 
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00 

/ 


e   '^dx  =  1, 
folglich  durch  Multiplikation  etc. 

c 

e~VfZ:e=1.2.3...(«  — 1)/K 


/' 


347. 


Aufgabe.     Man  suche  sowohl  für  ein  gerades  als  auch 
ungerades  n  den  Wert  des  Integrals 


1 


Vl—x- 

0 

Auflösung.     Zufolge  §  335  hat  man  für: 


1)  »  gerade 

r   x\lx    _  1.3.5. (^^— 1)    Jc_ 

JvrZI^~2.4.6 «-2' 

0 

2)  n  ungerade 
f  x'dx    _  2.4.6 {n—l) 

0 


Vl—x^         3.5.7 n 


Anmerkung.  Weil  in  beiden  Integralen  für  die  äusserste 

X 

obere  Grenze     unstetig  wird,  so  scheint  hier  ein  Ver- 

yi  —  x^ 

stoss  gegen  die  §  342  erwähnte  Bedingung  gemacht  zu  sein. 

Die  Richtigkeit  des  Integrals  ergiebt  sich  aber,   wenn  man 

dasselbe   als   eine   asymptotische  Fläche   betrachtet,    wie   in 

§  229  oder  auch  zufolge  §  223,  Anmerkung. 

348. 

Weil  die  Potenzen  von  echten  Brüchen  desto  kleiner  wer- 
den, je  grösser  der  Exponent  ist,  so  ist  für  alle  Werte  von 
X  zwischen  0  und  1  von  folgenden  drei  Funktionen: 

X  X  X 


Vi_.r2'       yi—x"'       vr=^ 

die  erste  grösser,  die  letzte  kleiner  als  die  mittlere.    Dasselbe 
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gilt  offenbar  auch,    indem   man  ein  Integral  als  Summe  be- 
trachtet, von  den  drei  Integralen 

1 


dx 


Sei  nun  n  eine  gerade',   mithin    n  —  1    und  auch  n  -\-l 
eine  ungerade  Zahl,  so  ist  nach  vorhergehendem  Paragraph 


rx''~\dx_2A.6.8 (»—4)  («—2) 

J 

0 

1 


^l—x-      3.5.7.9 (»— 3)(h— 1)' 

x".dx    _  1.3.5. 7 {n—S)(n—l)  £r 

yi_^-2~2.-4.6.8 («  —  2).«' 2"' 

rx"+\lx  _2.4.6.8 {)i  —  '2) 

}^ 

0 


J 


yi_^2      3.5.7.9 («— 1)   n  +  1 


Das  letzte  Integral  weicht  vom  erstem  nur  in  dem  Faktor 
ab.     Für  ein  sehr  grosses   n  werden   beide  Integrale 


n-\-l 

näherungsweise  und  für  )i  =  cc  vollkommen  gleich,  weil  dann 

der  Bruch  — -— = z-  = r  =  l   wird.     Das  zwischen 

«  +  1       1-1-1      i_|_l 

beiden  liegende  mittlere  Integral  wird  also  für  /<  =-  cc  jedem 
gleich.  Dies  giebt  uns  nun  den  bereits  von  Wallis  gefundenen 
merkwürdigen  Ausdruck  für  die  Zahl  ji.  Es  ist  nämlich,  wenn 
man  die  Faktorreihen  bis  ins  Unendliche  fortlaufen  lässt, 

jr       2.2.4.4.6.6.8.8.... 
"2  ~1. 3. 3. 5.5. 7. 7.9....' 

349. 

Von  wissenschaftlichem  Interesse,  namentlich  für  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, ist  die  Bestimmung  dt^s  Integrals 


/■ 


e      .  dx. 
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Dieses  Integral  lässt  sich  auf  verschiedene  Weise  finden. 
Wir  wählen  hier  Cauchy's  Verfahren,  welches  Encke  im 
Berliner  astronomischen  Jahrbuch  für  1834  mitteilt. 

Cauchy  betrachtet  daselbst  zuerst  das  doppelte  Integral 


-i^'+yl 


dxdy, 


welches  in  geometrischem  Sinne  das  Volumen  eines  Körpers 
bedeutet,  für  dessen  Oberfläche 

^■  =  6       ^^'=e      .e    ^ (i) 

die  Gleichung  ist,  und  wo  -also  x,  y  ganz  unabhängig  ver- 
änderliche Grössen  sind,  die  sich  beide  von  0  bis  +  co  er- 
strecken, mithin  dieselben  Integrationsgrenzen  haben. 

Integriert  man  erst  in  Bezug  auf  y  und  setzt  einstweilen 
den  Wert  des  unbekannten  Integrals 

\e~^  dy^lj,  so  ist  offenbar 


-  00 

+  0C  -f-00 

=  e~"^  dx .\e 


+  _oe  +00 

~^  dy 


mithin,  wenn  man  jetzt  nach  x  integriert,  V=L- (2) 

Denkt  man  sich  in  der  Gleichung  (1)  y=^^  und  dann 
für  x  alle  möglichen  Werte  von  a?  =  0  bis  a;  =  +  oo  gesetzt, 

so  erhält  man  einen  durch  die 
Achsen  der  x  und  z  gelegten 
Durchschnitt  (eine  as3^mptotische 
Fläche,  wovon  nur  die  eine  Hälfte 
ABK  dargestellt  ist). 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen, 
dass  alle  Durchschnitte  durch  die 
Achse  der  z  einander  vollkommen 
gleich  sind;  denn  die  Entfernung 
eines  Punktes,  Q,  in  der  Ebene  der  x,  y  hi  =Va;--|-2/'- 
Alle  Punkte  in  der  Ebene  der  a;,  ?/,  die  gleich  weit,  um 
^Q^^'j  "^'0111  Anfangspunkt  A  entfernt  sind,  mithin  in  einem 
Kreise,  mm,  liegen,  für  welche  also  x'^-\-y^-=r-  ist,  haben 
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offenbar  einerlei  *-,  nämlich  ^  =  e~'"  =  MQ;  folglich  sind  alle 
erwähnten  Durchschnitte  gleich,  und  man  kann  sich  den  Körper 
durch  Umdrehung  der  as3'mptotischen  Fläche  ABK  um  die 
Achse  der  z  entstanden  denken.  Denkt  man  sich  die  mit 
den  Radien  r  und  r  -\-  är  in  der  Ebene  der  x,  y  beschrie- 
benen Bogen  mm^  nn  zu  ganzen  Kreisen  ergänzt  imd  in  den- 
selben Cylinderflächen  senkrecht  auf  die  Ebene  der  x,  y  er- 
richtet, so  erhält  man  offenbar  eine  unendlich  dünne  sogenannte 
Cylinderschale,  deren  iimerer  Radius  =r,  deren  Dicke  =dr 
und  deren  Höhe  z^e~'' .  Es  ist  demnach  das  Differential 
des  Körpers 

Das  Integral  muss  nun,  um  den  ganzen  in  solche  unend- 
lich dünne  Cj^linderschalen  (Elemente)  zerlegt  gedachten  Körper 
zu  erhalten,  offenbar  vou  r  =  0  bis  r  =  oo  genommen  werden, 
daher,  weil  allgemein 

L-'''rdr  =  —  U~'''+C, 

CO 

V=  2ji  \e~-  rclr  =  ji. 

0 

Mithin  ist  vermöge  Gleichung  (2)  L-=jt,  also  L^Vjr, 
daher 


f 


e  "^  .dx  =  Vjt  und    e   "' .  dx  ='\Vjt. 


0 


Vierundzwanzigstes  Buch. 


Integration  durch  DilTerentiation  unter  dem 
Integralzeichen. 


350.      • 

Jjine  sehr  weitgreifende  Methode,  unzählige,  sowohl  be- 
stimmte als  unbestimmte  Integrale  zu  finden,  geht  aus  dem 
schon  von  Leibniz  aufgestellten  Satze  hervor,  dass  es  einerlei 
ist,  ob  man  von  einem  zu  integrierenden  Diiferential,  f{x,a)dx^ 
in  Bezug  auf  eine  darin  vorkommende  unabhängige  konstante 
Grösse  (Parameter),  «,  zuvor  die-  Deri vierte  nimmt  und  dann 
integriert,  oder  ob  man  erst  integriert  und  dann  in  Bezug  auf 
jene  Konstante  die  Derivierte  nimmt. 

Um  zuerst  den  Sinn  dieses  Satzes  richtig  aufzufassen, 
möge  ein  Erläuterungsbeispiel  voraufgehen.     Es  ist  z.  B. 


,f 


(3aa;^  -\-  a%)  clx  =  ax^  -j-  a%x  -\-  C. 


Differentiieren  wir  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen 
in  Bezug  auf  a  und  dividieren  durch  da  (indem  man  x  als 
konstant  betrachtet),  so  ist 

rd.iSax''  +  a%)clx 
J  da 

Differentiieren  wir  dagegen  das  zuvor  gefundene  Integral,  so  ist 

d .  {ax^  +  d^x  +  C) 


=  [(3x-  +  3rt-&)  dx  =  x^  +  Za'hx  +  C. 


=  x^  -\-  Sa^hx, 
da 
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also  ganz  dasselbe  wie  vorhin,  wenn  man  daselbst  die  will- 
kürliche Konstante  C'==0  setzt,  oder  auch  dem  letzteren  Re- 
sultat dieselbe  willkürliche  Konstante  C  hinzufügt. 

Um  nun  die  allgemeine  Richtigkeit  dieses  Satzes  einzusehen, 

braucht  man  in  \f(x.a)dx  nur  «  +  A«  statt  a  zu  setzen,  so 

(* 
ist,  wenn  man  die  Änderung  des  Integrals  mit  A     f(x,a)(lx 

bezeichnet, 

A^  /"(a:,  a)  dx  =  /"(rr, «  +  Aa)  dx  —  /  (a;,  a)  dx^ 

und,  wenn  man  jetzt  f{x^a-\-/\d)  entwickelt  (§  161), 

l^[f{x,a)dx  =  [  \f{x,  a)  +  fix,  a)  Aa  +. . .  —  fix,  a)]  d^, 


A„ j /"(a?,  a)  6Za;  =   \fj^x, «)  A«  +  f'^x, «)  ^ 


dx, 


)+C(^,«)^+.-^|^^. 


Geht  man  jetzt  auf  die  Grenze  über,  so  ist  für  Aß  =  0 

d .  [ff{x,  a)  dx]      Cd .  [f{x,  a)  dx'\ 


f 


da  da 


361. 


Dasselbe  Verfahren  kann  man  offenbar,  wenn  die  Kon- 
stante «  nicht  verschwindet,  beliebig  oft  wiederholen  und 
dann  aus  [einem  gefundenen  Integral  so  viele  neue  ableiten, 
als  man  nur  will,  und  welche  man  auf  direkte  Weise  schwer- 
lich gefunden  haben  würde. 

Da  nun  die  durch  Differentiation  unter  dem  Integral- 
zeichen gefundenen  allgemeinen  Integrale  (indem  man  jedes- 
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mal  eine  willkürliche  Konstante,  C,  lünzufügt)  für  jeden  Wert 
von  X  und  a,  für  welche  selbstverständlich  f{x,a)  stetig  ist, 
gültig  sind,  so  ist  auch 

d   {    \fix,a)dx\       ^^ 

/        rd .  [f(x,  a)  dx] 


f 


da  I  da 

352. 
Beispiel  1.    Wir  haben  z.  B 

dx  1  ,    (      X 


]a 


'  a^  -|-  a?-       a 
und  durch  Differentiation  in  Bezug-  auf  a 


arctg(=f)  +  C (0 


Ji 


2adx  ^    X    1        1         X 

arc  tof 


C      dx       _  X  1  .    ^    ,   p        /  X 

Ferner  hat  man  aus  (1) 

dx  1    ji 


S-. 


a'  -}-  a?"       a    2 
und,  wenn  man  in  Bezug  auf  a  differentiiert, 

00 

—  2adx  1     jr 

0 

30 

0 

Dies  letztere  bestimmte  Integral  erhält  man  also  direkt 
aus  (1)  ohne  erst  das  allgemeine  Integral  (2)  entwickeln  zu 
brauchen. 
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353. 

Beispiel  2.    Durch  wiederholtes  Differentiiereu  (welches 
wir  rechter  Hand  nur  andeuten)  erhält  man  aus 

— r-^  =  -j=  ■  arc  tg  — =  +  C, 


/■ 


(•"*'"«Ä) 


TL  jß 

1  .dx 


=  d-- ..  +C, 


{a  +  x'^f  da 

(V'  .{a    " .  arc  .„    , 
l.2dx  \  Va 


{a-^x'^f  cla^ 

(Via   ^arctg— =) 
.2.S....ndx  \  VaJ    ,   ^ 


(a  +  xT+'  da" 

I.2.S. ...ndx      jt    fr.(fr^)_1.3.5...(2u— 1)    jr 


0 

und,  wenn  man  jetzt  a  =  l  setzt, 

dx         1.3.5...(2w — 1)   jc 

354. 


Integrale 


Beispiel  3.    Durch  wiederholtes  Differentiiereu  der  beiden 

00 

\e^    dx;         e^^'^dx 

0 

in  Bezug  auf  a  erhält  man  (Cauchy  T.  IL  pag.  76) 
J  "         da" 


J 
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„  -axn        <r.(a~^)        1.2.3....n 
X  e      dx  = -  = — , — 

j    n  n  + 1 

da  a 

355. 


Eine  andere  Methode,  bestimmte  Integrale  zu  finden, 
besteht  in  der  sogenannten  Integration  unter  dem  Integral- 
zeichen in  Bezug  auf  eine  als  veränderlich  betrachtete  Kon- 
stante (Parameter)  und  beruht  auf  dem  Satze,  dass  bei  Be- 
stimmung eines  Doppelintegrals 


X 


y)  dxdy 


die  Ordnung  der  beiden  Integrationen  beliebig  ist,  d.  h.  wenn 
rr,  y  voneinander  unabhängig  sind  und  f{x,y)  innerhalb  der 
angegebenen  Grenzen  stetig  ist  und  kein  Zeichenwechsel  statt- 
findet, so  ist  es  einerlei,  ob  man  erst  in  Bezug  auf  y  und 
dann  in  Bezug  auf  x,  oder  umgekehrt  erst  in  Bezug  auf  x 
und  dann  in  Bezug  auf  y  integriert.  Dieser  Satz  folgt  schon 
auf  anschauliche  Weise  aus  §  257,  lässt  sich  aber  auch  fol- 
gendermassen  beweisen.     Es  ist  erstlich  (§  350) 

d.[    \F{x,a)dx\ 

/        rd.[F  {x,  a)  dx] 


f 


(0 


da  I  da 

X 

a 

Man  setze  F (x,a)^\f(x,a).da,  mithin 

«0 

a 

F  (x,  a)  dx  =    f(x,  a)da.dx (2 ) 

«0 

d .  [F  (x,  a)  dx] 


da 


f{x,a)dx (3) 


Die  in  (2)  und  (3)  erhaltenen  Ausdrücke  in  (1)  substi- 
tuiert, ist 
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■1  /«-'■ 


)  dadx 


da 


fix,  a)  dXj 


d.\      \f  (X, «)  dadx  =  \f{x,  a)  dxda. 


Das  Zeichen  d  bezieht  sich  auf  a.  Integriert  man  also  in 
Bezug  auf  a.  so  ist,  weil  die  Zeichen  /  und  d  sich  heben, 
wie  behauptet, 


J 


f{x,  a)  dadx  ■■ 


f{x,  a)  dxda. 


356. 

Vorstehender  Satz  über  die  willkürliche  Aufeinanderfolge 
der  Integi^ationen  lässt  sich  offenbar  auf  dieselbe  Weise  auf 
vielfache  Integrale  ausdehnen. 

Um  nun  zu  zeigen,  wie  man  durch  Anwendung  desselben 
bestimmte  Integrale  finden  kann,  zu  welchen  die  entsprechen- 
den allgemeinen  Integrale  nicht  zu  finden  sind,  nehmen  wir 
folgendes  Beispiel. 

Sei  m  eine  positive  Zahl,  so  folgt  aus 


X 


Ü"-'dx  =  —  -{-C 


,f 


x"'     dx  ■■ 


m 


Multiplizieren  wir  mit  dm,  so  ist 

1 

r    «.-1;       7  '?"' 

X       dxd)»i  = 


m 


mithin 


»11     1  «I 
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oder  r    L'^-'dxdm  =  (^ (i) 

0      m^  m^ 

Integrieren  wir  also  erst  in  Bezug  auf  m,  indem  wir  x  als 
konstant  behandeln,  so  ist  (§  195,  3) 

m  —  1 


•p"-V?m  =  ^  +  C, 


Ix 


m  —  1  »in —  1 

mithin  1  x^  ~  \lm  =  — 


m 


Ix 


Wird  dies  in  Bezug  auf  m  gefundene  Integral  linker  Hand 
in  (1)  substituiert,  so  ist 
1    . 


(*    m—l 


—  X  ^        -         ^  f  ni 

-^ ax  =  l[  — 

Ix  KniQ. 

0 


1 

m  Hin 


X  —  X  ^   dx        I  m 
Ix  X  XniQ. 

0 


357. 
Aufgabe.     Man  suche,  was  aus  dem  Integral 


00 


e-'^'^dx 

0 

wird,  indem  man  es  mit  da  multipliziert  und  dann  von  a^a^ 
bis  a  integriert  («,  a^  als  positiv  vorausgesetzt). 
Auflösung.     Man  hat  hier 


e    "^dx  = 

e 

1    _ 

~      a 

"+c, 

f 

e 

0 

a  ' 

OD                  1 

r    c 

dx    e-"'< 

n 
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Nun  ist  \e-  '"'da  =  —  i  •  e"  "^+  C, 


I     —  ax  ^  6  ö 

e        «rt  =  - 


X 


00 


dx  =  l{  — 

X  vir. 


358. 

Von  den  übrigen  verschiedenen  Methoden,  bestimmte  In- 
tegrale zu  finden,  erwähnen  wir  schliesslich  noch  folgende 
von  Laplace,  die  darin  besteht,  das  gesuchte  Integral  durch 
Differentiation  in  Bezug  auf  eine  Konstante,  erst  auf  ein  an- 
deres leichter  zu  findendes  Integral  zu  bringen,  aus  welchem 
sich  das  eigentlich  gesuchte  ableiten  lässt.  Man  habe  z.  B. 
das  Integral 

00 

\e~"' ""  cos  bxdx 

0 

zu  bestimmen.     Setzt  man  dasselbe  =  it  und  differentiiert  in 
Bezug  auf  h,  so  ist  (§  35 Oj 

00 

du  C  -a-x-  .      7       7 

-^  =  —  e        .X  sm  Oxax. 
db         J 

0 

Durch  teilweise  Integration  hat  man  nun 

""^  x.  sin  hxdx  =  —  ^r— ^  ■  e"""^  .  sin  hx  4-  ^r—i  e~"  ''  cos  hxdx. 
2a-  2a-J 

Der  vom  Integralzeiclien •  befreite  Teil  verschwindet  für  x^O 

und  für  ä  =  cv ,   daher 


»  00 

e~  "  ■'' .  a;  sin  hxdx  =  -  — ,  e~ ""  "^ 


cos  hxdx, 


folglicli   auch ,    weil    das  Integral   rechter  Hand  ^^  u  gesetzt 
worden  und,   wie  oben  gefunden,    das  Integral  linker  Hand 


da 
dh 

Lübsen,  Infinitesimal -Kecliuung.    7.  Aufl.  24 


^-M  ''•' 
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du  h  1 ,     f^''  ^  •  ^^^^ 


ii  =  c  .e 


cosbxdx  =  c  .e    ^"'' 


Geben  wir  der  willkürlichen  Konstante  den  Wert,  welchen 
das  gesuchte  Integral  für  h  =  ()  erhält,  nämlich 

00  

U^"'"\/jc  =  ^  (§  349),  so  hat  man 
0 

e    "  ■"  cos  bxdx  =  -7—-  •  e    ^"'. 
2«. 

Anmerkung.  Mehreres  über  bestimmte  Integrale,  so- 
wie auch  die  sogenannten  Gamma-  und  Betafunktionen  und 
andere  Eni  er 'sehe  Integrale  findet  der  sich  hierfür  Inter- 
essierende in  C auch y 's  grösserem  Werke. 


Fünfundzwanzigstes  Buch. 


E 11 1  e  r  's  S  u  m  in  a  t  i  0 11  s  f  0  r  m  e  1 , 


359. 

Oo  wie  die  Differentialreclinimg  angewandt  werden  kann, 
auf  indirekte  Weise  Reihen  zu  summieren,  indem  man  von 
einem  bekannten  Fall  ausgeht,  so  lässt  sich  auf  ähnliche 
Weise  auch  die  Integi'alrechnung  zur  Summatiou  der  Eeihen 
benutzen,  indem  man  statt  auf  beiden  Seiten  die  Derivierten 
zu  nehmen  (§  37),  auf  beiden  Seiten  mit  dv,  oder  auch  mit 
(p{x)clx,  multipliziert  und  dann  integriert. 

]\Ian  hat  z.  B.  (Analysis,  8.  Auflage,  §  '(}) 

-Ui-^)  =  r.-  +  ^  +  f +  ^  + 

Multipliziert  man  beiderseits  mit  (h-  und  integriert,  so  kommt*) 

^+a-^);(i-^)=f;^+^+£^+£;-+....(o 


")  Setzt  man  1  —  a-  =  u,   also  dx  =  —  du,  so  hat  miiu 
?  (1  —  x)clx=\  Jn  .  du  =  In  .n  —  ?r 


—  mi  —  X)  dx  -=^[l—  X)  l  (1  —  X)  —  1  + .?;  +  C. 

Weil  für  a:  =  0   die  Summe   der  Keihe    =0  ist,   so   muss  auch   das 
Integral  für  x  =  0  verschwinden,  folglich  die  Konstante  C'=l  sein. 

24* 
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Setzt  man  x=l,  so  ist 

Multipliziert  man  die  Gleicliung  (1)  beiderseits  wieder  mit 
dx  und  integriert,  so  kommt 

o        O  ,  (1  ^)'    7        1  N  X^  ,  X^  ,  X^  , 


2       ^  '       1.2.3   '    2.3.4   '    3.4.5   '   •■•" 

Setzt  man  £c=l,  so  ist 

1  1,1,1,  ... 

4=i:2:3  +  2J3:4+37r5+----  "^  "^^- 

Setzt  man  x  =  \,  so  ist  [weil  — iUT)  =  i^2] 

^' '-  -  "  =  TSW«  +  23X25  +  j;l^.  + ....  in  i"f. 

AVir  erwähnen  jedoch  diese  indirekte  Methode  (deren  es 
noch  mehrere  giebt)  nur  beiläufig,  indem  wir,  in  Betreff  der 
Summation  der  Reihen,  hier  nur  ein  direktes  Verfahren,  näm- 
lich die  nach  Eni  er  benannte  Summationsformel  mitteilen 
wollen,  weil  sie  in  vielen  Fällen  nützlich  ist.  Eine  allge- 
meine Methode,  alle  Reihen  zu  summieren,  giebt  es  nicht. 

360. 

In  der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion  (p{x)  sowohl, 
als  auch  ihre  sämtlichen  Derivierten  stetig  sind,  sei  (p  {x)  das 
allgemeine  Glied  einer  Reihe,  die  entsteht,  indem  man  x^x^^ 
Xq  -j-  /i,  Xq  -f-  2/<, ^"o  +  "^*  setzt.     Die  Summe  dieser  Reihe 

x„  -\-  nh 

wollen  wir  mit  2!<f  (x)  bezeichnen,  so  dass 

x^-\-  nh 

^<f  (^) = 9>  M  +  V  (^0+  ^0  +  'f  (•^0+  2/')  +•••+?'  (^0+  ''^0  •  •  •  ( 0 
Euler  lässt  nun  die  Summe   von   den  Derivierten  tp' (x), 
g)"  (x) . .  und  von  dem  Integrale    r/  {x)  dx  abhängen,  zu  welchem 
Resultat  man  folgendermassen  gelangen  kann. 
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Zufolge  §  272  (3)  ist: 

-rf> 

<P  ipc)  dx  =  (f  {Xq)  .li-^(p'  (a^o)  Y^^^"  ^^^^ '  T23 


g)ix)dx=g){xQ+h)h+g)'  (xQ-\-h)^  +  (jp"  [x^+h)  j^ 


Xo  +  2h 

Xo  +  Ä 

Xo+nÄ-J-Ä 


q){x)dx  =  (f{XQ-\-nh)li+(f'{XQ-\-nh)  y^  +<f>"[XQ-\-nh)  — ^-^  +. 


.•(2) 


Addieren  wir  diese  Gleicliimgeu  (2)  und  bemerken,  dass 

Xo+Ä  Xo4-2Ä  x^-^nh-\-h  Xf,-\-nh-{-h. 

<f  {x) dx-^\fp{x)dx-\-.  .-\-\(p  ix)  dx=^\(p  (x)  dx 

Xq  x„-^h  x^-r»h  Xq 

X,) 

etc.  etc. 
so  ist,  indem  wir,  des  bequemern  Schreibens  halber,  die  Grenzen 
nicht  andeuten,  jedoch  im  Sinne  behalten, 

rrM:«)f?^==/^^9^(^-)  +  ^-^9''(^)  +  -l^-^7^''(^)  + •••(0 

wo  nun  rechter  Hand  jede  Summe  von  dem  beliebigen  Aus- 
gangswert von  x=Xf,  bis  zu  dem"  beliebigen  Endwert  von 
x=Xq-\-  uh,  linker  Hand  das  Integi^al  aber  von  Xq  bis  Xq -\-))h-{- h 
zu  nehmen  ist. 

"Weil  die  Gleichung  (3)  allgemein  für  jede  Funktion  von  x 
gültig  ist,  so  kann  man  linker  Hand  statt  f(f{x).dx  auch 
f<p' {x) . dx,  f(p" (x) .dx ,  setzen  und  hat  dann  gleicherweise 


/• 


h- 


<f!  ix)  dx  =  h.  Vrp'  ix)  +  — .  Z(p" (X)  4-  . 


//■- 


cf"{x)dx = h .  ^>p"(^-)+ Y2  ■  ^y  (^) + 


f 


h- 


V-.    IV 


q>"'{x)dx  =  h.lAp"'ix)-{-^  ■  ^y  (_x) 
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Multipliziert   man   die  erste  dieser  Gleichungen  mit  ah, 

die  zweite  mit  ah-,  die  dritte  mit  a"h'', und  addiert  sie 

alle   zur   vorhergehenden   Gleichung   (3),   so   lassen   sich   die 

Koeffizienten   «,  a,  a\ so   bestimmen,    dass   die   Summen 

2(f' {x),  2(p"  {x) alle  eliminiert  werden.     Damit  nämlich 

bei  der  Addition  der  Gleichunsfen 


/• 


/i'^ 


(p  {x)  clx  =  h.  ^<p  {x)-\---^-  ^(p  {x) 


li' 


+ 


1.2.3 

h^ 

1.2.3.4 


2<p"{x) 

■2<p"'{x)  +  .. 


ah  \(p'{x)dx=....  +  ah- .  2<p'  {x)-^--^-  E(p'  {x) 

1.2.3' 

ah' 


ah^ 
+ 


^^"'(^)  + 


^r{x)dx  = +  ah^ .  ^(p"  ix)  +  -- -^  •  2(p"'  {X)  + 


die  Funktionen  Ztf'  {x\  ^cp"  (x), herausfallen,  müssen  die 

fraglichen  Koeffizienten  «,  «',  a",  a" so  bestimmt  werden, 

dass  sie  folgenden,  nach  einer  in  die  Augen  springenden  Re- 
kursionsregel zu  bildenden  Gleichungen: 


«    +12  =  ^ 


=  0 


1.2    '    1.2.3 


1.2   '    1.2.3   '   1.2.3.4 


"    +12 


1 


1.2.3  '    1.2.3.4   '    1.2.3.4.5 


(0 


Genüge  leisten,  was,  wie  man  sieht,  möglich  ist.  Die  er- 
wähnte Addition  giebt  dann  für  die  gesuchte  Summe  die 
Gleichung 

v^  i^x)  =  7^  <P  {x)  dx  -{-  a  ff'  (x)  dx  -j-  a'Ji   (p"  {x)  dx -]-...  (t>) 
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361. 


Eine  allgemeine  Formel  aufzustellen,  nach  welcher  man 

jeden  der  immer  kleiner  werdenden  Koeffizienten  «,  «',  «" 

direkt  berechnen  könnte,  würde  auf  grosse  Weitläufigkeiten 
füliren*).  Es  genügt  aber,  nur  die  zwei,  drei  ersten  zu  be- 
stimmen, und  diese  erhält  man  leicht  aus  den  Gleichungen 
(4),  nämlich:    «  =  —  4,  «  =  tV,  «"=0,  «'"=  — ^|^,  «i^^o, 

Substituieren  wir  diese  Werte  in  (5)  und  beachten   zu- 
gleich ,   dass  ofl:enbar    cp'  (x)  dx  =  (p  ix) ,     cp"  (x)  dx  =^  rp'  [x] ,  so 

ist  die  allgemeine  Summationsformel 


1 


h 


^(^)  =  j  <f  (x)  (^x  —  Y<P  (^)  +  12  ■  '^'  ^^'^  ~  720  ^"'  ^"^^ 
J 

+  30240 '^''^'^^~-- 
362. 

Bei  der  Anwendung  vorstehender  Summationsformel  ist 
jedoch  nicht  zu  vergessen,  dass,  wenn  linker  Hand  die  Summe 
i:(p{x)  von  dem  beliebigen  Ausgangswert  q)(x^^)  bis  zu  (p{xQ-\-idi) 
genommen  werden  soll,  sämtliche  Integrale  rechter  Hand, 
nämlich    auch    die    vom    Integralzeichen    befreiten   Integrale 

(p{x)^^  i(p' {x)dx\    (p  {x)=^  Up"  (x)dx, alle   innerhalb   der 

Grenzen  von  x^  bis  x^  -f-  nh  -\-  h  genommen  werden  müssen. 
Will  man  auch  noch  diesen  kleinen  Übelstand  beseitigen  und 
die  oberen  Grenzen  auf  beiden  Seiten  gleich  haben  (die  un- 
teren sind  es  ja),  so  kann  nmii  dies  folgendermassen  bewirken. 
Es  ist  (§  234) 

x„-\-uh-\-h  x„-\-nh  Xo-\-nh-\-h 

(p  (x)  dx  =    (p  (x)  dx  -\-    (p  (.r)  dx 


*)  Man  sehe  hiuiiilier  Kliiy-el's  mathematisches  Wörterbuch  4.  Teil 
oder  Lacroix  T.  III.  in  4",  woselbst  auch  «jezeioft  wird,  dass  alle  Koef- 
fizienten mit  g'eradcm  Index  =0  sind,  und  dass  sie  alle  sehr  rasch  ab- 
nehmen, was  aucli  uiiinirtclbar  einzusehen  ist. 
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oder,  das  zweite  lutegral  rechter  Hand  in  eine  Reiiie  ent- 
wickelt (§  272,  (3)),  und  diese  substituiert, 

\g){x)dx=^  \(f)  (x)  dx-\-h  .  cp  {x)  -\-  y-^  9;'  (.x) 

-j^W{x)dx  =  j\(p{x)dx-^(f{x)-\-^  (p'  {x) 

wo  nun  rechter  Hand  in  allen  nach  dem  Integral  folgenden 
Gliedern  Xq  -\-  nli  statt  x  gesetzt  werden  nuiss. 

Da  es  ferner  einerlei  ist,  ob  man  XQ-\-nli-{-h  statt  x  in 
(p  {x\  in  (p' (x),  <p" (x) . ..  oder  statt  dessen  Xq -\- nli  statt  x  in 

(p{x-\-  h),  in  (p'  (x  -\-  h),  tp"  {x  -\-h) setzt,  so  kommt,  wenn 

man  diese  Ausdrücke  statt  (pj{x),  (p'{x),  cp"  (x) ,   in   die 

Summationsformel  §  361  substituiert  und  zugleich  <p(x-\-  h), 
(p'(x-\-h) entmckelt,  für  die  rechte  Seite  der  Summa- 
tionsformel 

j\(p{x)  dx-\-cp  {x)  -\-^-<p'  (x)  +  -i^-'p"(^^  +  •  •  •  • 
-l9)(^)-|--y'(*-)-^-^"(^)----- 

odei"  gehörig  reduziert,  für  die  verlangte  Summationsformel 

^9>i^)  =  -jjW{x)dx  +  i(p{x)-\-~-(p'{x)  —  ^-cp"'{x) 

wo  jedoch  auf  der  rechten  Seite  noch  eine  Konstante  hinzu- 
gesetzt und  dieselbe  jedesmal  so  bestimmt  werden  muss,  dass 
für  x  =  Xq  die  Summe  ^=^(p(Xq)  wird,  weil,  wenn  man  die 
rechte  Seite  innerhalb  der  Grenzen  ^  (Xq)  und  (p  {Xq  -{-  nh) 
nimmt,  das  Glied  (p{Xq)  von  der  Summe  ausgeschlossen  sein 
würde. 
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Es  ist  einleuchtend,  dass,  wenn  das  allg'emeine  Glied  einer 
zu  summierenden  Reihe,  nämlich  q){x)  und  folglich  auch  das 


Intesfral 


(fj{x)dx  eine  ganze  Funktion  von  x  ist,  die  Summe 


ganz  genau  gefunden  wird,  weil  dann  die  Deri vierten  cp' {x), 
(p"  {x) zuletzt  =  0  werden  und  die  Summationsreihe  ab- 
bricht. In  allen  andern  Fällen  aber  wird  die  Summations- 
reihe selbst  eine  unendliche  und  dann  kann,  indem  man  nur 
die  ersten  bedeutendsten  Glieder  nimmt,  die  Summe  danach 
nur  näherungs weise  gefunden  werden,  jedoch  für  die  i)rak- 
tischen  Zwecke  genügend,  für  welche  sie  hier  aufgestellt 
worden. 

In  der  Reg-el  ist  h  =  l  und  dann  ist 


.  r/)V(a;)    ff-^^Hx) 


'  30240   1209600 
363. 
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Aufgabe.  Man  suche  die  Summe  der  x  ersten  Kubik- 
zahlen,  nämlich  r^4- 2=^+ 3'^+. . .. +  icl 

Auflösung.  Hier  ist  x^  das  allgemeine  Glied  der  zu 
summierenden  Reihe,  /'  ^  1,  und 

r  x*"     ' 

(p   {x)^x'']  Up  (x)  dx  =  ~, 

fp'  {x)=-3x^]  (p"  (x)  =  Qx, 

f/"(x)  =  6;  ^iv(^)  =  0, 

Soll  die  Summe  für  x  =  0,  Null,  oder  für  x=l,  =1 
sein,  so  ist  die  Konstante  C=Tij^. 

364. 

Aufgabe.  Man  suche  die  Summe  der  x  ersten  Stamm- 
brüche: 

l  +  i  +  H-l+ +  1. 
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Auflösung.     Hier  ist  das  allgemeine  Glied  der  Reihe 

IC  - 

fp  {x)  =  —  ^  mithin    c/:  (x)  dx  =  Ix,  r/ '  [x)  =  —  x    -  etc.,  folglich 

m__  i \_ 1 i_ 

\xj~     ^  ^^  2x      V2x-^  \2{)x^       252a;« 

^  2400^*»  '  ^ 

Die  Summe  der  zehn  ersten  Glieder  der  zu  summierenden 
Eeihe  lässt  sich  leicht  bis  auf  zehn  Dezimalen  genau,  un- 
mittelbar finden.     Es  ist  nämlich 

i  +  i  +  i  + +  i  +  A  =  2,9289682540. 

Setzt  man  in  (1)  £c=10,  für  welchen  AVert  von  x  die 

auf  ^^^  .  folgenden  Glieder  auf  die  zehnte  Dezimale   keinen 
2523^*^       ^ 

Einfluss  mehr  haben,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Kon- 
stante C  die  Summe  von  zehn  Gliedern,  nämlich: 

2,9289682540 ^C+m  +  ^^-^^  +  ^I^CTW "  25O0*' 
hieraus  folgt  (Analysis  §  77):  0=0,57721366-19,  tlalier: 
^(i)  =  0,5772156649  +  ?x  +  4-^,  +  ^, 

252^" ^ 
Setzt  man  x^  1000,  so  hat  man  bis  auf  neun  Dezimalen  genau: 

l+i  +  i  +  l  +  ----  +  Tö^rö=  7,485470861. 

365. 

Aufgabe.     Man  suche  die  Summe  der  reziproken  Qua- 
drate der  natürlichen  Zahlen 

T  ~i    1    r  ¥    r  "1 G    I    •  •  •  •  ~r  ~7^  • 


Auflösung.  Man  liat  hier  r/-  {x)  =    ., ,  mithin 


\lx__l_ 
X-  x 


und  daher 
^\x-J  x^2or       Öx^'^'SOx^      42a;"  ^  30a;" 
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Ferner  findet  man  für  .c=10  durch  unmittelbare  Rech- 
nung 

+  +  i  +  i  +  ---+^  =  l,5«7677312 

-ro  +  oTiV^  -  eTO-^  +  3Ö^  -  ra  —0,0951063357 

1,5497677312  =  ^—0,0951663357 

C=  1,6449340669 

4-^)  =  ^«9340669  _i  +  A^_-l,  +  gi 


30ic-' 
1 


42a; 


:  + 


Die  Summe  von  tausend  Gliedern  (j;=1000)  ist  also  bis 
auf  zehn  Dezimalen  genau  =  1,6439345667  und  die  Summe 
der  ganzen  Reihe  (./;  =  oc)  ist  bis  auf  zehn  Dezimalen  genau 
=  1,6449340669. 

Auf  dieselbe  Weise  werden  die  Summen  aller  übrigen  rezi- 
proken Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  gefunden.  Legend re 
liat  diese  Summen  bis  zur  35sten  Potenz  und  bis  auf  15  Dezi- 
malen genau  berechnet.  (Siehe  K 1  ü  g  e  1  "s  mathematisches 
Wörterbuch  4.  Teil,  woselbst  das  ausführliche  Kapitel  über 
Summation  der  Reihen  einen  Raum  von  beinahe  300  Seiten 
einnimmt.) 

366. 

In  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  wird  manclimal  die 
Summe  der  natürlichen  Logarithmen  mehrerer  aufeinander 
folgenden  natürlichen  Zahlen  erforderlich: 

v(te)  =  Ü  +  ^2  +  ^3  +  . . . .  +  Ix. 

Hier  ist  nun  <f  (x)  =  Ix,  mithin 


ip  (x)  dx  =  {l 


1%A/  •  ttt//  *//  ,  t*//  «A.-« 


f/(a,-)  =  i,  fp"(x)^  —  x-\  fp"'(x)  =  2x~'\ 
fp^^{x)  =  —  ^x~\  fp'^ix)  =  24a;~^ 
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In  Ermangelung-  von  zelmzifferigen  Log-arithmentafeln, 
mittelst  welcher  man  die  Summe  der  zehn  ersten  Logarithmen 
bis  auf  acht  Dezimalen  leicht  finden  könnte,  kann  man  die 
Konstante  C  auch  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Zufolge  §  348  ist,  wenn  man  dort  den  Zähler  mit  dem 
Faktor  2x  abbricht,  für  rr  ==  oo 

jT     .  2  ■  2  ■  4  ■  4 . 6 , 6 {2x  —  2){2x  —  2).2x 

¥"^1.3.3.5.5.7..  .(2x— 3)(2x— l)(2;r— 1) ' 

2       |_2[n+73  +  /5  +  ....  +  /(2:c— 1)]  ) ^  ^ 

Für  r»==oo  fallen  in  (1)  alle  auf  — -x  folgende  Glieder 
weg  und  man  hat  also  für  x=oo 

?1  +  ?2  +  /3  -f  . . . .  +  /^-  =  C  +  (.^  +  4)  ?x  —  a; ( 3 ) 

Set55t  man  hierin  Ix  statt  x,  so  ist  ebenso  :• 

?1  +  /2  +  /3  +  . . . .  -f  nx=C^-{2x  +  i)  nx  —  2x....  (4) 

Addiert  man  linker  Hand  in  (3)  zu  jedem  Gliede  ?2, 
mithin  rechter  Hand  xl%  so  ist 

?2  +  74  +  /6  +  . . . .  +  ?2x  =  C'+  (^  +  i)  ?a;  +  ic?2  —  :r . . .  (5) 

Subtrahiert  u-ian  beiderseits  I2x  =  lx-{-  12,  so  ist 

72  +  74  +  /6  +....+  ?  {2x  —  2)=C-\-{x—^)Jx-^ix—l)l2—x, 

2[l2-^U+lÖ+..+J(2x—2)]-\-12x=2C+2xlx+{2x—l)J2—2x..{6) 

Subtrahiert  man  (5)  von  (4)  und  beachtet,  dass 

{2x^\)12x  =  {2x^^-){lx-}-J2),  so  ist 

71  +  73  +  75  +  ....  +  7  (2a:  —  1 )  =  xlx  +  {x  +  i)  12  — x 

2[71  +  73  +  75  +. . .  .^{2x—l)]  =2xlx-^{2x^  1)12  — 2x.     (?) 

Substituiert  man  die  in  (0)  und  (7)  gefundenen  Ausdrücke, 
welche  beide  für  .r  =  co  gelten,  in  (2),  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung der  Konstante  C 

7jr  — 72  =  2(7—272, 

0(7=/2  +  7jr  =  72jr, 
C  =  il2jc. 
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Substituiert  man  diesen  für  C  gefundenen  Wert  in  (1), 
so  ist 


1680ic'    '    llSSx^      

Durch  Multiplikation  mit  dem  Modulus  würde   sich  nun 

auch  der  Briggs'sche  Logarithmus  des  Produktes  1.2.3 x 

=  ^{\gx)  ergeben: 

v-dg  ic)  =  0,3990899341 79 +  (x+i)  lg  ic— 0,43429448190325  frr 

1.1      1,1 


12a;  '  360jc'^   12605^"^  '  1680-x' 
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